
Ôèááîíà÷èåâû êó÷è (Fredman, Tarjan -1987)
Ôèááîíà÷èåâà êó÷à - ýòî ëåñ "ôèááîíà÷èåâûõ"äåðåâüåâ. Ôèááîíà÷èåâî äåðåâî - ýòî äåðåâî,

âîçíèêàþùåå â ïðîöåññå âûïîëíåíèÿ îïåðàöèé íàä êó÷åé. Åñëè íåò óäàëåíèé, òî îíî ÿâëÿåò-
ñÿ íåóïîðÿäî÷åííûì áèíîìèàëüíûì äåðåâîì. Ïîñëå âûïîëíåíèÿ óäàëåíèé (âûðåçàíèé) òåðÿåò
ñâîéñòâà áèíîìèàëüíîãî äåðåâà, íî ïðè ýòîì âåðøèíà ñòåïåíè k âñåãäà ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ïîä-
äåðåâà, âêëþ÷àþùåãî 2ck âåðøèí.

Ïðåäñòàâëåíèå Ôèááîíà÷èåâîé êó÷è.
Êàæäàÿ âåðøèíà x � çàïèñü ñî ñëåäóþùèìè ïîëÿìè:
key[x] � êëþ÷ âåðøèíû,
p[x] � ññûëêà íà îòöà âåðøèíû,
child[x] � ññûëêà íà îäíîãî èç ñûíîâåé âåðøèíû,
right[x], left[x] � ññûëêè íà ëåâîãî è ïðàâîãî ñîñåäåé (áðàòüåâ) âåðøèíû, âñå âåðøèíû, èìåþ-
ùèå îáùåãî îòöà ñâÿçàíû â äâóñòîðîííèé öèêëè÷åñêèé ñïèñîê,
degree[x] � ñòåïåíü âåðøèíû (÷èñëî äåòåé),
mark[x] � áóëåâà ìåòêà ( = true, åñëè x ïîòåðÿëà ñûíà ïîñëå òîãî, êàê îíà â ïîñëåäíèé ðàç
ñòàëà ÷üèì-òî ðåáåíêîì).

Ïîëÿ right[x] è left[x] ñâÿçûâàþò êîðíè äåðåâüåâ, âõîäÿùèõ â êó÷ó, â äâóñâÿçíûé öèêëè-
÷åñêèé ñïèñîê. Äîñòóï ê êó÷å H îñóùåñòâëÿåòñÿ ÷åðåç óêàçàòåëü min[H] íà êîðåíü äåðåâà,
ñîäåðæàùèé ìèíèìàëüíûé êëþ÷ (ýòà âåðøèíà íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíîé). Àòðèáóò n[H] ñî-
äåðæèò ÷èñëî âåðøèí â êó÷å H.

×åðåç D(n) îáîçíà÷èì ìàêñèìàëüíóþ ñòåïåíü âåðøèíû â êó÷å ñ n âåðøèíàìè (îíà îãðàíè-
÷åíà O(log2 n) ). Ïðè îöåíêå ñëîæíîñòè áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ åùå äâà ïàðàìåòðà êó÷è: t(H) �
÷èñëî äåðåâüåâ â êó÷å è m(H) � ÷èñëî îòìå÷åííûõ âåðøèí.

Ìåòîä ïîòåíöèàëà
Ïóñòü òðåáóåòñÿ îöåíèòü ñëîæíîñòü T (σ) âûïîëíåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îïåðàöèé σ =

op1, op2, . . . , opn íàä íåêîòîðîé ñòðóêòóðîé äàííûõ D. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ci cëîæíîñòü (ñòîè-
ìîñòü) âûïîëíåíèÿ i-îé îïåðàöèè. Òîãäà T (σ) =

∑n
i=1 ci. Ïóñòü D0 = D è Di (1 ≤ i ≤ n) �

ñîñòîÿíèå ñòðóêòóðû äàííûõ ïîñëå âûïîëíåíèÿ i-îé îïåðàöèè opi. Ïîòåíöèàë � ýòî íåêîòîðàÿ
ôóíêöèÿ Φ(D), îïðåäåëåííàÿ íà ðàññìàòðèâàåìûõ ñòðóêòóðàõ äàííûõ. Ó÷åòíàÿ ñòîèìîñòü
ĉi âûïîëíåíèÿ i-îé îïåðàöèè îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé ĉi = ci + Φ(Di)− Φ(Di−1).

Òîãäà äëÿ ñóììàðíîé ó÷åòíîé ñòîèìîñòè âñåõ îïåðàöèé èç σ èìååì

T̂ (σ) =
n∑

i=1

ĉi =
n∑

i=1

ci + Φ(Dn)− Φ(D0).

Îòñþäà ïðè Φ(Dn) ≥ Φ(D0) ïîëó÷àåì, ÷òî T (σ) ≤ T̂ (σ), ò.å. ó÷åòíàÿ ñòîèìîñòü îïåðàöèé σ
ÿâëÿåòñÿ âåðõíåé îöåíêîé èõ íàñòîÿùåé ñòîèìîñòè.

Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ìåòîä ïîòåíöèàëà äëÿ îöåíêè ñëîæíîñòè îïåðàöèé íàä ôèááîíà-
÷èåâûìè êó÷àìè. Ïîòåíöèàë êó÷è H çàäàäèì âûðàæåíèåì Φ(H) = c(t(H) + 2m(H)), ãäå c �
êîíñòàíòà, êîòîðàÿ áóäåò âûáðàíà íèæå.

Îïåðàöèè íàä ôèááîíà÷èåâûìè êó÷àìè
Ñîçäàíèå íîâîé êó÷è: Make-Fib-Heap: min[H] := NIL;n[H] := 0;

Ó òàêîé ïóñòîé êó÷è t(H) = m(H) = Φ(H) = 0.
Äîáàâëåíèå âåðøèíû: Ïóñòü â êó÷ó íóæíî äîáàâèòü âåðøèíó x ñ çàäàííûì ïîëåì key[x].

Àëãîðèòì ñîñòîèò â äîáàâëåíèè â êó÷ó äåðåâà ñòåïåíè 0, ñîñòîÿùåãî èç ýòîé âåðøèíû.
Fib-Heap-Insert(H,x):

1. degree[x] := 0;
2. p[x] := NIL;
3. child[x] := NIL; left[x] := x; right[x] := x;
4. mark[x] := False;
5. Âñòàâèòü ïîëó÷åííûé ñïèñîê â ñïèñîê êîðíåé H;
6. if min[H] = NIL OR key[x] < key[min[H]] then min[H] := x;
7. n[H] := n[H] + 1.

Ñëîæíîñòü � O(1).
Ïîèñê ìèíèìàëüíîé âåðøèíû: min[H]. Ñëîæíîñòü � O(1).
Ñîåäèíåíèå äâóõ êó÷. Àëãîðèòì ñîñòîèò â îáúåäèíåíèè êîðíåâûõ ñïèñêîâ êó÷.
Fib-Heap-Union(H1,H2):

1. H :=Make-Fib-Heap();
2. min[H] := min[H1];
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3. Ñîåäèíèòü êîðíåâîé ñïèñîê H2 ñ êîðíåâûì ñïèñêîì H;
4. if (min[H] = NIL) OR (key[min[H2]] < key[min[H]] then min[H] := min[H2];
5. n[H] := n[H1] + n[H2];
6. Îñâîáîäèòü ïàìÿòü, çàíÿòóþ çàãîëîâêàìè H1 è H2.

Ñëîæíîñòü � O(1).
Óäàëåíèå ìèíèìàëüíîé âåðøèíû. Àëãîðèòì ðàáîòàåò â äâà ýòàïà: íà ïåðâîì óäàëÿåòñÿ

êîðåíü ñ ìèíèìàëüíûì êëþ÷îì è åãî ñûíîâüÿ äîáàâëÿþòñÿ â êîðíåâîé ñïèñîê, íà âòîðîì
ýòàïå ïðîöåäóðà Consolidate îáúåäèíÿåò äåðåâüÿ îäèíàêîâûõ ñòåïåíåé, îñòàâëÿÿ íå áîëåå îäíîãî
äåðåâà êàæäîé ñòåïåíè.

Fib-Extract-Min(H):

1. z := min[H];
2. if (z 6= NIL)
3. then for-each ñûíà x âåðøèíû z;
4. do { äîáàâèòü x â êîðíåâîé ñïèñîê H]; p[x] := NIL};
5. óäàëèòü z èç êîðíåâîãî ñïèñêà H;
6. if z = right[z] then min[H] = NIL /* êó÷à ïóñòà
7. else { min[H] := right[z];
8. Consolidate(H)};
9. n[H] := n[H]− 1.

Ïðîöåäóðà óïëîòíåíèÿ êó÷è Consolidate(H). Èñïîëüçóåò âñïîìîãàòåëüíûé ìàññèâA[0..D(n[H])].
Âíà÷àëå îí ïóñò. Â ïðîöåññå ðàáîòû A[i] óêàçûâàåò íà êîðåíü äåðåâà ñòåïåíè i. Åñëè îáíàðó-
æèâàþòñÿ 2 äåðåâà ñòåïåíè i , òî îíè ñëèâàþòñÿ â îäíî äåðåâî ñòåïåíè i + 1. Ïðè ýòîì êîðåíü
y ñ áîëüøèì êëþ÷îì ñòàíîâèòñÿ ñûíîì êîðíÿ x ñ ìåíüøèì êëþ÷îì, ñòåïåíü x óâåëè÷èâàåòñÿ,
à y òåðÿåò ìåòêó, åñëè åå èìåëà.

Consolidate(H)

1. for i = 0 to D(n[H]) do A[i] := NIL;
2. for-each âåðøèíû w èç êîðíåâîãî ñïèñêà H
3. do { x := w; d := degree[x];
4. while A[d] 6= NIL
5. do { y := A[d];
6. if key[x] > key[y] then ïîìåíÿòü x è y ìåñòàìè;
7. Fib-Heap-Link(H, y, x);
8. A[d] := NIL; d := d + 1};
9. A[d] := x};
10.min[H] := NIL;
11. for i = 0 to D(n[H]) do /* âñòàâêà ïîëó÷åííûõ äåðåâüåâ â êó÷ó
12. if A[i] 6= NIL
13. then { âñòàâèòü A[i] â êîðíåâîé ñïèñîê H;
14. if (min[H] = NIL) OR (key[A[i]] < key[min[H]]) then min[H] := A[i]}.

Ïðîöåäóðà Fib-Heap-Link(H, y, x) îáúåäèíÿåò äåðåâüÿ ñ êîðíÿìè y è x:
1. Óäàëèòü y èç êîðíåâîãî ñïèñêà H;
2. Ñäåëàòü y ñûíîì x, óâåëè÷èâ degree[x];
3. mark[y] := False.

Ñëîæíîñòü ïðîöåäóðû Consolidate ìîæíî îöåíèòü êàê O(D(n[H]))+ c1∗(÷èñëî âûçîâîâ Fib-
Heap-Link) (ïî÷åìó ?). Ïðè êàæäîì âûçîâå Fib-Heap-Link ïîòåíöèàë c ∗ (t(H)+2m(H)) óìåíü-
øàåòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå íà c. Âûáåðåì c òàê, ÷òîáû ó÷åòíàÿ ñòîèìîñòü Fib-Heap-Link ñòà-
ëà îòðèöàòåëüíîé. Òîãäà ó÷åòíàÿ ñòîèìîñòü Consolidate è Fib-Extract-Min îöåíèâàåòñÿ êàê
O(D(n[H])).

Óìåíüøåíèå êëþ÷à âåðøèíû x äî k.
Fib-Heap-Decrease-Key(H,x, k) :

1. if k > key[x] then return ERROR; /* íîâûé êëþ÷ > ñòàðîãî
2. key[x] := k;
3. y := p[x];
4. if (y 6= NIL) AND (key[x] < key[y])
5. then { Cut(H,x, y);
6. Cascading-Cut(H,y) };
7. if key[x] < key[min[H]] then min[H] := x.
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Ïåðåíîñ x â êîðíåâîé ñïèñîê H.
Cut(H,x, y) :

1. Óäàëèòü x èç ñïèñêà äåòåé y, óìåíüøèâ degree[y] íà 1.
2. Äîáàâèòü x â êîðíåâîé ñïèñîê H.
3. p[x] := NIL;
4. mark[x] := False.

Ïåðåíîñ îòìå÷åííîé âåðøèíû â êîðíåâîé ñïèñîê H.
Cascading-Cut(H, y) :

1. z := p[y];
2. if z 6= NIL
3. then if mark[y] = False;
4. then mark[y] := True; /* íåîòìå÷åííàÿ âåðøèíà y, ïîòåðÿâøàÿ ñûíà, ìåòèòñÿ
5. else { Cut(H, y, z); /* îòìå÷åííàÿ âåðøèíà y, ïîòåðÿâøàÿ ñûíà,
6. Cascading-Cut(H,z) }. /* ïåðåíîñèòñÿ â êîðíåâîé ñïèñîê H.

Ñëîæíîñòü ïðîöåäóðû Fib-Heap-Decrease-Key ìîæíî îöåíèòü êàê O(r), ãäå r � ýòî äëèíà
öåïî÷êè ðåêóðñèâíûõ âûçîâîâ ïàðû ïðîöåäóð Cut, Cascading-Cut. Ïðè êàæäîì òàêîì âûçîâå
îäíà âåðøèíà äîáàâëÿåòñÿ â êîðíåâîé ñïèñîê è èñ÷åçàåò îäíà ìåòêà. Òàêèì îáðàçîì, ïîòåí-
öèàë óìåíüøàåòñÿ íà c. Âûáðàâ c äîñòàòî÷íî áîëüøèì, ïîëó÷èì ó÷åòíóþ ñòîèìîñòü Fib-Heap-
Decrease-Key O(1).

Óäàëåíèå âåðøèíû èç H : êëþ÷ âåðøèíû óìåíüøàåòñÿ äî −∞ (äîñòàòî÷íî óìåíüøèòü äî
key[min[H]]− 1), à çàòåì óäàëÿåòñÿ ìèíèìàëüíàÿ âåðøèíà.

Fib-Heap-Delete(H,x) :

1. Fib-Heap-Decrease-Key(H,x,−∞)
2. Fib-Heap-Extract-Min(H).

Ó÷åòíàÿ ñòîèìîñòü Fib-Heap-Delete � O(D(n[H])).
Îöåíêà D(n[H])
Îáîçíà÷èì äëÿ âåðøèíû x ÷åðåç Tx ïîääåðåâî ñ êîðíåì x, à ÷åðåç size(x) � ÷èñëî âåðøèí

ýòîãî äåðåâà.

Ëåììà 1. Ïóñòü degree[x] = k. Òîãäà äåòåé x ìîæíî óïîðÿäî÷èòü òàê, ÷òî èõ ñòåïåíè
áóäóò íå ìåíüøå 0, 0, 1, 2, 3, . . . , k − 2.

×èñëà Ôèááîíà÷÷è Fk îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèìè ðåêêóðåíòíûìè ñîîòíîøåíèÿìè:
F0 = 0, F1 = 1, Fk = Fk−1 + Fk−2 (k > 1).

Ëåììà 2. Äëÿ ëþáîãî k ≥ 0

Fk+2 = 1 +
k∑

i=0

Fk.

Ïóñòü ϕ = (1 +
√

5)/2 = 1.61803 . . . � "çîëîòîå ñå÷åíèå".

Çàäà÷à 1. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî k ≥ 0 Fk+2 ≥ ϕk.

Ëåììà 3. Ïóñòü x � âåðøèíà ôèááîíà÷÷èåâîé êó÷è ñî ñòåïåíüþ degree[x] ≥ k. Òîãäà size(x) ≥
Fk+2 ≥ ϕk ≥ 1.6k.

Ñëåäñòâèå. Ìàêñèìàëüíàÿ ñòåïåíü D(n) âåðøèí â ôèááîíà÷èåâîé êó÷å ñ n ýëåìåíòàìè
îãðàíè÷åíà O(log n).

Çàäà÷à 2. Îáúÿñíèòå, êàêèì îáðàçîì ïîìå÷åííàÿ âåðøèíà ìîæåò ïîÿâèòüñÿ â êîðíåâîì
ñïèñêå.

Çàäà÷à 3. Ïðåäëîæèòå ýôôåêòèâíóþ ðåàëèçàöèþ îïåðàöèè èçìåíåíèÿ êëþ÷à ó âåðøèíû Fib-
Heap-Change-Key(H,x, k), â ðåçóëüòàòå êîòîðîé key[x] ïîëó÷èò çíà÷åíèå k. Îöåíèòå ó÷åò-
íóþ ñòîèìîñòü ýòîé îïåðàöèè ïðè k < key[x], k = key[x], k > key[x].
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