
1. Ïðèìåíåíèÿ ñóôôèêñíûõ äåðåâüåâ

1. Ïîèñê âñåõ âõîæäåíèé ïîäñëîâà
×òîáû íàéòè âñå âõîæäåíèÿ îáðàçöà-ñëîâà P äëèíû m â ñëîâî S äëèíû n, ïîñòðîèì

ñóôôèêñíîå äåðåâî T äëÿ S, à çàòåì ïðîéäåì â T ïî åäèíñòâåííîìó ïóòè, ïîìå÷åííîìó
ñèìâîëàìè P . Åñëè íà ýòîì ïóòè ëèñò T âñòðåòèòñÿ ðàíüøå, ÷åì çàêîí÷èòñÿ P , òî P íå
âõîäèò â S. Åñëè æå P â âåðøèíå v èëè íà äóãå, âåäóùåé â ýòó âåðøèíó, òî âñå âõîæäåíèÿ
P â S � ýòî ìåòêè ëèñòüåâ, èç ïîääåðåâà ñ êîðíåì â âåðøèíå v (ïî÷åìó?). Âðåìÿ ðàáîòû
ýòîãî àëãîðèòìà O(n + m).

2. Ïîèñê âñåõ âõîæäåíèé ñëîâ-îáðàçöîâ
Ïóñòü çàäàíî ìíîæåñòâî ñëîâ-îáðàçöîâ P = {U1, . . . , Uk}, ñóììàðíàÿ äëèíà êîòîðûõ ðàâ-

íà n. Òðåáóåòñÿ íàéòè âñå âõîæäåíèÿ ýòèõ îáðàçöîâ â òåêñò S äëèíû m. Äîêàæèòå, ÷òî ýòî
ìîæíî ñäåëàòü ñ èñïîëüçîâàíèåì ñóôôèêñíîãî äåðåâà çà âðåìÿ O(n+m+ r), ãäå r � îáùåå
÷èñëî èñêîìûõ âõîæäåíèé.

3. Ïîèñê âõîæäåíèé ñëîâ â áàçó äàííûõ
Ïóñòü áàçà äàííûõ ñîäåðæèò ñëîâà îáùåé ñóììàðíîé (áîëüøîé!) äëèíîé n. Òðåáóåòñÿ

òàê îðãàíèçîâàòü áàçó äàííûõ, ÷òîáû ýôôåêòèâíî ïî ñëîâó-çàïðîñó P âûÿñíèòü âõîäèò
ëè îíî â áàçó äàííûõ, à åñëè íå âõîäèò, òî îïðåäåëèòü, ñå ñëîâà ÁÄ, äëÿ êîòîðûõ îíî
ÿâëÿåòñÿ ïðåôèêñîì, à åñëè è òàêèõ ñëîâ íåò, òî íàéòè ñàìûé äëèííûé ïðåôèêñ P ÿâëÿåòñÿ
ïðåôèêñîì êàêîãî-ëèáî ñëîâà â áàçå äàííûõ.
Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû ìîæíî îðãàíèçîâàòü ñóôôèêñíîå äåðåâî äëÿ êîíêàòåíàöèè

ñëîâ ÁÄ, ðàçäåëåííûõ íîâûì ñèìâîëîì çà âðåìÿ O(n), à çàòåì îòâå÷àòü íà ëþáîé çàïðîñ
äëèíû m çà âðåìÿ O(n + k), ãäå k � ÷èñëî ñëîâ ÁÄ, â êîòîðûå âõîäèò P .

4. Íàèáîëüøåå îáùåå ïîäñëîâî äëÿ äâóõ ñëîâ
Çàäà÷à: ïî äâóì ñëîâàì S1 è S2 íàéòè ñàìîå äëèííîå ñëîâî P , êîòîðîå âõîäèò êàê ïîäñëîâî

è â S1, è â S2.
Äîêàæèòå, ÷òî ñ èñïîëüçîâàíèåì ñóôôèêñíûõ äåðåâüåâ ýòó çàäà÷ó ìîæíî ðåøèòü çà

âðåìÿ, ëèíåéíîå îò (|S1|+ |S2|).
5. Ïðîáëåìà çàãðÿçíåííîé ÄÍÊ
Çàäà÷à: äëÿ çàäàííîãî ñëîâà S1 (íîâàÿ öåïî÷êà ÄÍÊ) è èçâåñòíîãî ñëîâà S2 (â íåì îáú-

åäèíåíû ðàçëè÷íûå èñòî÷íèêè çàãðÿçíåíèé) íàéòè âñå ïîäñëîâà S2 äëèíû íå ìåíüøå l,
âõîäÿùèå â S1. Ýòè ïîäñëîâà ÿâëÿþòñÿ âîçìîæíûìè íåæåëàòåëüíûìè ÷àñòÿìè S2, êîòîðûå
ìîãóò çàãðÿçíÿòü ÄÍÊ.
Äîêàæèòå, ÷òî ñ èñïîëüçîâàíèåì ñóôôèêñíûõ äåðåâüåâ è ýòó çàäà÷ó ìîæíî ðåøèòü çà

âðåìÿ, ëèíåéíîå îò (|S1|+ |S2|).
6. Îáùèå ïîäñòðîêè äëÿ ìíîæåñòâà ñòðîê
Ïóñòü äàíî ìíîæåñòâî W , ñîñòîÿùåå èç K ðàçëè÷íûõ ñòðîê (ñëîâ) ñóììàðíîé äëèíû n.

Äëÿ êàæäîãî i îò 2 äî K îïðåäåëèì l(i) êàê äëèíó ñàìîé äëèííîé ïîäñòðîêè, âõîäÿùåé â íå
ìåíåå ÷åì â i ñòðîê W . Çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïîñòðîèòü òàáëèöó èç (K−1)-é ñòðîêè,
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â êîòîðîé äëÿ êàæäîãî i óêàçàíî ÷èñëî l(i) è êàêàÿ-íèáóäü ñòðîêà äëèíû l(i), âõîäÿùàÿ â
≥ i ñòðîê èç W .
Ïîñòðîèì îáúåäèíåííîå ñóôôèêñíîå äåðåâî T äëÿ ìíîæåñòâà W , â êîòîðîì êàæäûé ëèñò

èìååò ìåòêó ñëîâà, ñóôôèêñ êîòîðîãî â ýòîì ëèñòå çàêàí÷èâàåòñÿ. Äëÿ êàæäîé âíóòðåííåé
âåðøèíû v îáîçíà÷èì ÷åðåç C(v) ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ñëîâ èç W , ñóôôèêñû êîòîðûõ çàêàí-
÷èâàþòñÿ â ïîääåðåâå ñ êîðíåì v.
6.1. Ïîêàæèòå, êàê, çíàÿ çíà÷åíèÿ C(v) äëÿ âñåõ âíóòðåííèõ âåðøèí, ïîñòðîèòü òðåáóå-

ìóþ òàáëèöó çà âðåìÿ O(n).
6.2. Ïðåäëîæèòå àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé C(v) äëÿ âñåõ âíóòðåííèõ âåðøèí T çà

âðåìÿ O(Kn). (Èìååòñÿ è áîëåå ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì, ðåøàþùèé ýòó çàäà÷ó çà âðåìÿ
O(n).)

7. Ïîâòîðÿþùèåñÿ ñòðóêòóðû â ñëîâå

Îïðåäåëåíèå 1. Ìàêñèìàëüíàÿ ïàðà â ñëîâå S � ýòî ïàðà îäèíàêîâûõ ïîäñëîâ α è β, ó
êîòîðûõ îêàéìëÿþùèå èõ ñëåâà è ñïðàâà ñèìâîëû ðàçëè÷íû, ò.å. ðàñøèðåíèå ýòèõ ñëîâ â
ëþáîì íàïðàâëåíèè íàðóøèò èõ ðàâåíñòâî.
Ìàêñèìàëüíàÿ ïàðà ïðåäñòàâëÿåòñÿ òðîéêîé (p1, p2, n

′), ãäå p1 è p2 � íà÷àëüíûå ïîçè-
öèè ýòèõ ïîäñëîâ, à n′ � èõ äëèíà. ×åðåç R(S) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ òðîåê, çàäàþ-
ùèõ ìàêñèìàëüíûå ïàðû â S.

Íàïðèìåð, â ñòðîêå S = xabcyiiizabcqabcyrxar èìååòñÿ òðè âõîæäåíèÿ ïîäñëîâà abc.
Ïåðâîå è âòîðîå îáðàçóþò ìàêñèìàëüíóþ ïàðó (2, 10, 3), âòîðîå è òðåòüå � ìàêñèìàëüíóþ
ïàðó (10, 14, 3), à ïåðâîå è òðåòüå íå îáðàçóþò ìàêñèìàëüíóþ ïàðó.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïîäñëîâî α ñëîâà S íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûì ïîâòîðîì , åñëè îíî âõî-
äèò â íåêîòîðóþ ìàêñèìàëüíóþ ïàðó. ×åðåç R′

(S) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ ìàêñè-
ìàëüíûõ ïîâòîðîâ S.

Â íàøåì ïðèìåðå è abc, è abcy ÿâëÿþòñÿ ìàêñèìàëüíûìè ïîâòîðàìè.

Îïðåäåëåíèå 3. Ìàêñèìàëüíûé ïîâòîð íàçûâàåòñÿ ñóïåðìàêñèìàëüíûì ïîâòîðîì, åñëè
îí íå ÿâëÿåòñÿ ïîäñëîâîì íèêàêîãî äðóãîãî ìàêñèìàëüíîãî ïîâòîðà.

7.1. Ïîèñê âñåõ ìàêñèìàëüíûõ ïîâòîðîâ

Ëåììà 1. Ïóñòü T � ñóôôèêñíîå äåðåâî äëÿ ñëîâà S. Åñëè ïîäñëîâî α ÿâëÿåòñÿ ìàêñè-
ìàëüíûì ïîâòîðîì, òî ïóòü â T , ïîìå÷åííûé α, âåäåò â íåêîòîðóþ âåðøèíó v.

Èç ýòîé ëåììû íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò

Òåîðåìà 1. Â êàæäîì ñëîâå äëèíû n ìîæåò áûòü íå áîëåå n ìàêñèìàëüíûõ ïîâòîðîâ.

Îïðåäåëåíèå 4. Äëÿ êàæäîé ïîçèöèè i ñëîâà S íàçîâåì ñèìâîë S(i−1) ëåâûì ñèìâîëîì
äëÿ i. Ëåâûé ñèìâîë äëÿ ëèñòà äåðåâà T � ýòî ëåâûé ñèìâîë ïîçèöèè-ìåòêè ýòîãî ëèñòà.
Âíóòðåííÿÿ âåðøèíà v äåðåâà T íàçûâàåòñÿ ëåâîé âèëêîé (left diverse), åñëè õîòÿ áû

äâà ëèñòà â ïîääåðåâå ñ êîðíåì v èìåþò ðàçëè÷íûå ëåâûå ñèìâîëû.

Çàìåòèì, ÷òî, åñëè v � ëåâàÿ âèëêà, òî è âñå åå ïðåäêè â T òàêæå ÿâëÿþòñÿ ëåâûìè
âèëêàìè.
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Òåîðåìà 2. Ñëîâî α, âåäóùåå â äåðåâå T â âåðøèíó v, ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì ïîâòîðì
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà v ÿâëÿåòñÿ ëåâîé âèëêîé.

Çàäà÷à. Ïîñòðîéòå àëãîðèòì ñëîæíîñòè O(n), êîòîðûé äëÿ êàæäîé âåðøèíû T îïðå-
äåëèò, ÿâëÿåòñÿ ëè îíà ëåâîé âèëêîé.

Èç òåîðåìû 2 ñëåäóåò, ÷òî âñå ìàêñèìàëüíûå ïîâòîðû îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâëÿþòñÿ íåêî-
òîðûì ñðåçîì äåðåâà T , âêëþ÷àþùèì òîëüêî ëåâûå âèëêè. Ýòî ïîääåðåâî èìååò ðàçìåð
O(n), õîòÿ îáùàÿ äëèíà âñåõ ìàêñèìàëüíûõ ïîâòîðîâ ìîæåò äîñòèãàòü O(n2).

Òåîðåìà 3. Âñå ìàêñèìàëüíûå ïîâòîðû â ñëîâå S ìîæíî íàéòè çà âðåìÿ O(n), à äåðåâî,
ïðåäñòàâëÿþùåå èõ, ìîæíî ïîëó÷èòü èç ñóôôèêñíîãî äåðåâà T çà òàêîå æå âðåìÿ.

7.1. Ïîèñê âñåõ ñóïåðìàêñèìàëüíûõ ïîâòîðîâ

Îïðåäåëåíèå 5. Ìàêñèìàëüíûé ïîâòîð α íàçûâàåòñÿ ïî÷òè ñóïåðìàêñèìàëüíûì ïîâòî-
ðîì, åñëè îí õîòÿ áû îäèí ðàç âõîäèò â S â òàêîé ïîçèöèè, â êîòîðîé íå ÿâëÿåòñÿ ïîäñëî-
âîì äðóãîãî ìàêñèìàëüíîãî ïîâòîðà. Òàêîå âõîæäåíèå α íàçîâåì ñâèäåòåëüñòâîì ýòîãî
ôàêòà.

Íàïðèìåð, â ñòðîêå aαbxαyaαbxαb ïîäñëîâî α ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì ïîâòîðîì, íî íå
áóäåò íè ñóïåðìàêñèìàëüíûì, íè äàæå ïî÷òè ñóïåðìàêñèìàëüíûì ïîâòîðîì. À â ñòðîêå
aαbxαyaαb ýòî æå ïîäñëîâî α ñíîâà íå ñóïåðìàêñèìàëüíî, íî ïî÷òè ñóïåðìàêñèìàëüíî.
Ñâèäåòåëüñòâîì ýòîãî áóäåò âòîðîå âõîæäåíèå α.
Ïóñòü âåðøèíà v ñóôôèêñíîãî äåðåâà T äëÿ ñëîâà S ñîîòâåòñòâóåò ìàêñèìàëüíîìó ïî-

âòîðó α è ïóñòü w � îäèí èç ñûíîâåé v. Îáîçíà÷èì ÷åðåç L(w) ìíîæåñòâî âõîæäåíèé α â
S, îïðåäåëÿåìûõ ëèñòüÿìè ïîääåðåâà ñ êîðíåì w.

Ëåììà 2. Åñëè w � âíóòðåííÿÿ âåðøèíà T , òî íèêàêîå èç âõîæäåíèé α â S, çàäàâàåìûõ
L(w) íå ÿâëÿåòñÿ ñâèäåòåëüñòâîì ïî÷òè ñóïåðìàêñèìàëüíîñòè α.

Ëåììà 3. Ïóñòü w ÿâëÿåòñÿ ëèñòîì T , ê êîòîðîìó âåäåò ïóòü β = αγ. Ïóñòü x � ýòî
ëåâûé ñèìâîë äëÿ w. Òîãäà âõîæäåíèå α â S, çàäàâàåìîå w ÿâëÿåòñÿ ñâèäåòåëüñòâîì ïî-
÷òè ñóïåðìàêñèìàëüíîñòè α òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x íå ÿâëÿåòñÿ ëåâûì ñèìâîëîì
íè ó êàêîãî äðóãîãî ëèñòà ïîä âåðøèíîé v.

Òåîðåìà 4. Âíóòðåííÿÿ âåðøèíà v, ÿâëÿþùàÿñÿ ëåâîé âèëêîé, ïðåäñòàâëÿåò ïî÷òè ñó-
ïåðìàêñèìàëüíûé ïîâòîð α òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îäèí èç ñûíîâåé v ÿâëÿåòñÿ
ëèñòîì (çàäàþùèì íåêîòîðóþ ïîçèöèþ i), ëåâûé ñèìâîë êîòîðîãî S(i − 1) íå ÿâëÿåòñÿ
ëåâûì ñèìâîëîì íèêàêîãî äðóãîãî ëèñòà ïîä v. Ëåâàÿ âèëêà v ïðåäñòàâëÿåò ñóïåðìàê-
ñèìàëüíûé ïîâòîð òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå ñûíîâüÿ v ÿâëÿþòñÿ ëèñòüÿìè ñ
ðàçëè÷íûìè ëåâûìè ñèìâîëàìè.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âñå ñóïåðìàêñèìàëüíûå è ïî÷òè ñóïåðìàêñèìàëüíûå ïîâòîðû â ñëî-
âå S ìîæíî íàéòè çà ëèíåéíîå âðåìÿ O(n).

8. Ëèíåàðèçàöèÿ öèêëè÷åñêîãî ñëîâà
Ïóñòü çàäàíî öèêëè÷åñêîå ñëîâî S[1..n], â êîòîðîì çà êàæäûì ñèìâîëîì S(i) ñëåäóåò

ñèìâîë S(i+1 mod n). Çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû âûáðàòü ìåñòî ðàçðåçàíèÿ ýòîãî ñëîâà
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i òàê, ÷òîáû ïîëó÷èâøååñÿ ëèíåéíîå ñëîâî Si = S(i) . . . S(n)S(1) . . . S(i − 1) áûëî ëåêñèêî-
ãðàôè÷åñêè ìèíèìàëüíûì ñðåäè âñåõ òàêèõ ëèíåéíûõ ñëîâ.
Ýòà çàäà÷à âîçíèêàåò â õèìè÷åñêèõ áàçàõ äàííûõ äëÿ êîëüöåâûõ ìîëåêóë.
Çàäà÷à. Ïðåäëîæèòå àëãîðèòì ëèíåéíîé ñëîæíîñòè äëÿ ëèíåàðèçàöèè öèêëè÷åñêèõ ñëîâ.
Óêàçàíèå: èñïîëüçóéòå ñóôôèêñíîå äåðåâî äëÿ ñëîâà LL, ãäå L � ïðîèçâîëüíàÿ ëèíåàðè-

çàöèÿ S.

9. Ñæàòèå äàííûõ ïî Çèâó-Ëåìïåëþ (Ziv-Lempel)

Îïðåäåëåíèå 6. Äëÿ ïîçèöèè i ñëîâà S äëèíû n îáîçíà÷èì ÷åðåç Priori ñàìûé äëèííûé
ïðåôèêñ S[i..n], êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ïîäñëîâîì ñëîâà S[1..i− 1].
×åðåç li îáîçíà÷èì äëèíó Priori. Ïðè li > 0 ÷åðåç si îáîçíà÷èì íà÷àëüíóþ ïîçèöèþ

ñàìîãî ëåâîãî âõîæäåíèÿ Priori.

Íàïðèìåð, ïðè S = abaxcabaxabz ìû èìååì Prior7 = bax, l7 = 3 è s7 = 2.
Àëãîðèòì ñæàòèÿ 1

begin
i:=1;
Repeat
âû÷èñëèòü li è si;
if li > 0 then
{ âûäàòü (si, li); i := i + 1}

else
{ âûäàòü S(i); i := i + 1}

Until i > n
end

Äëÿ âûøåïðèâåäåííîãî ñëîâà S ðåçóëüòàòîì àëãîðèòìà áóäåò ïðåäñòàâëåíèå ab(1, 1)c(1, 3)x
(1, 2)z. Ïî íåìó ìîæíî ëåãêî âîññòàíîâèòü S.
Ïóñòü T � ñóôôèêñíîå äåðåâî äëÿ S. Äëÿ âåðøèíû v îáîçíà÷èì ÷åðåç cv ìèíèìàëüíóþ

ïîçèöèþ ñóôôèêñà S ñðåäè ëèñòüåâ ïîääåðåâà ñ êîðíåì v, ò.å. cv � ýòî ïîçèöèÿ ïåðâîãî
âõîæäåíèÿ ìåòêè-ïóòè èç êîðíÿ â v.
Àëãîðèòì Óêêîíåíà ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñæàòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ S ñëå-

äóþùèì îáðàçîì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óæå ïîñòðîåíî ñæàòîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ S[1..i − 1]
è íåÿâíîå ñóôôèêñíîå äåðåâî Ii−1 äëÿ ñòðîêè S[1..i − 1]. Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî äëÿ
êàæäîé âåðøèíû v îïðåäåëåíî cv. Òîãäà ïàðó (si, li) ìîæíî ïîëó÷èòü, ïîéäÿ â Ii−1 ïî ïóòè,
ïîìå÷åííîìó S[i..m] äî òàêîé òî÷êè p (íå îáÿçàòåëüíî âåðøèíû), â êîòîðîé ëèáî âûïîëíåíî
óñëîâèå i =(äëèíà ñëîâà, âåäóùåãî â p) +cv, ãäå v � ïåðâàÿ âåðøèíà íà ýòîì ïóòè íå âûøå
p, ëèáî ïîñëå p íåò ïîäõîäÿùåãî ïðîäîëæåíèÿ S[i..m]. Âî âñåõ ñëó÷àÿõ si = cv è li =(äëèíà
ñëîâà, âåäóùåãî â p). Âðåìÿ òàêîãî âû÷èñëåíèÿ ïàðû (si, li) îãðàíè÷åíî O(li).
Äàëåå âûïîëíÿåòñÿ (i + 1)-ÿ ôàçà àëãîðèòìà Óêêîíåíà, íà êîòîðîé Ii−1 ïðåîáðàçóåòñÿ â

Ii. Ïðè ýòîì â ìîìåíò ñîçäàíèÿ íîâîé âåðøèíû v, ðàçáèâàþùåé ðåáðî (u, w) íà äâå ÷àñòè,
ïîëîæèì cv = cw, à åñëè ñîçäàåòñÿ íîâûé ëèñò v ñ ìåòêîé j, òî ïîëàãàåì cv = j.

Òåîðåìà 5. Àëãîðèòì ñæàòèÿ 1 ìîæíî ðåàëèçîâàòü â ëèíåéíîå âðåìÿ êàê àëãîðèòì,
ïîñëåäîâàòåëüíî îáðàáàòûâàþùèé ñèìâîëû ñòðîêè S çà îäèí ïðîõîä.
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