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3 ÒÅÎÐÅÌÀ ÏÎÑÒÀ
Òåîðåìà 3.1. Íå ñóùåñòâóåò äðóãèõ ìàêñèìàëüíûõ êëàññîâ, êðî-
ìå L, M , S, S0, S1.

Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè íåêîòîðûé êëàññ íå ñîäåðæèòñÿ íè â
îäíîì èç ýòèõ ïÿòè êëàññîâ, òî îí ïîëîí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ðàññìàòðèâàåìûé êëàññ F íå ñîäåð-
æèòñÿ â L, òî â F èìååòñÿ íåëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ fL.

Òàê êàê ðàññìàòðèâàåìûé êëàññ F íå ñîäåðæèòñÿ â M , òî â F
èìååòñÿ íåìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ fM .

Òàê êàê ðàññìàòðèâàåìûé êëàññ F íå ñîäåðæèòñÿ â S, òî â F
èìååòñÿ íåñàìîäâîéñòâåííàÿ ôóíêöèÿ fS .

Òàê êàê ðàññìàòðèâàåìûé êëàññ F íå ñîäåðæèòñÿ â S0, òî â F
èìååòñÿ òàêàÿ ôóíêöèÿ f0, ÷òî f0(0, . . . , 0) = 1.

Òàê êàê ðàññìàòðèâàåìûé êëàññ F íå ñîäåðæèòñÿ â S1, òî â F
èìååòñÿ òàêàÿ ôóíêöèÿ f1, ÷òî f1(1, . . . , 1) = 0.

Åñëè f0(1, . . . , 1) = 1, òî f0(x, . . . , x) åñòü 1.
Åñëè f1(0, . . . , 0) = 0, òî f1(x, . . . , x) åñòü 0.
Åñëè f0(1, . . . , 1) = 0, òî f0(x, . . . , x) åñòü îòðèöàíèå.
Åñëè f1(0, . . . , 0) = 1, òî f1(x, . . . , x) åñòü îòðèöàíèå.
Ñëåäîâàòåëüíî, â çàìûêàíèè F ëèáî ñîäåðæèòñÿ îòðèöàíèå,

ëèáî ñîäåðæàòñÿ îáå êîíñòàíòû.
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Ïåðâûé ñëó÷àé.¬ ∈ [F ].
Ðàññìîòðèì òåïåðü íåñàìîäâîéñòâåííóþ ôóíêöèþ fS .
Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîé íàáîð ᾱ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ, ÷òî

fS(¬ᾱ) = fS(ᾱ).

Îòðèöàíèå è ôóíêöèÿ, ðàâíàÿ ñâîåìó àðãóìåíòó, ïðèíàäëåæàò
[F ].

Åñëè αi ðàâíî 1, â êà÷åñòâå hi âûáåðåì x, à åñëè αi ðàâíî 0, â
êà÷åñòâå hi âûáåðåì ¬x. Òîãäà

g = fS(h1, . . . , hn)

ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé, òàê êàê g(0) = g(1). Òàê êàê åñòü îòðèöàíèå,
òî â [F ] èìåþòñÿ îáå êîíñòàíòû.
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Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, íåñàìîäâîéñòâåííóþ ôóíêöèþ

x y z fS

0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0
0 1 1 1
1 0 0 1
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 1

Òàê êàê fS(0, 1, 1) = fS(1, 0, 0), òî äëÿ

h(x) = fS(¬x, x, x)

âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî h(0) = h(1). Ïðè ýòîì h åñòü 1, à ¬h åñòü
0.
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Âòîðîé ñëó÷àé. 0, 1 ∈ [F ].
Òàê êàê fM íå ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé, ìû íàéä¼ì äâà ñîñåäíèõ

íàáîðà, ïåðâûé ìåíüøå âòîðîãî, íà ïåðâîì ôóíêöèÿ ðàâíà 1, à íà
âòîðîì îíà ðàâíà 0.

Èòàê,
fM (α1, . . . , αi, 0, αi+2, . . . , αn) = 1,

fM (α1, . . . , αi, 1, αi+2, . . . , αn) = 0.

Òîãäà
h(x) = fM (α1, . . . , αi, x, αi+2, . . . , αn)

ÿâëÿåòñÿ îòðèöàíèåì è ïðèíàäëåæèò [F ].
Åñëè, íàïðèìåð, fM (0, 1, 0) = 1, fM (1, 1, 0) = 0, òî â êà÷åñòâå

h(x) âîçüì¼ì fM (x, 1, 0). Òîãäà h(0) = 1, h(1) = 0, h = ¬.
Âî âñåõ ñëó÷àÿõ, [F ] ñîäåðæèò îáå êîíñòàíòû è îòðèöàíèå.
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Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî íåëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ fL èìååò âèä

x1x2f(x3, . . . , xn)+x1g(x3, . . . , xn)+x2h(x3, . . . , xn)+e(x3, . . . , xn),

ãäå f íå ÿâëÿåòñÿ íóë¼ì. Çíà÷èò, ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ ïåðå-
ìåííûõ f ðàâíî 1. Òàê êàê êîíñòàíòû ïðèíàäëåæàò [F ], ìû ìîæåì
âìåñòî x3, . . . , xn ïîäñòàâèòü ýòè çíà÷åíèÿ è ïîëó÷èòü â çàìûêà-
íèè [F ] ôóíêöèþ

x1x2 + αx1 + βx2 + γ.

Ïîäñòàâëÿÿ òåïåðü âìåñòî x1 ôóíêöèþ x1 + β, âìåñòî x2 ôóíê-
öèþ x2 + α, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ëèáî ðàâíà àðãóìåíòó, ëèáî åñòü
îòðèöàíèå, ïîëó÷èì ôóíêöèþ

x1x2 + βx2 + αx1 + αx1 + βx2 + (αβ + γ).

Ïîäñòàâëÿÿ ýòó ôóíêöèþ â ôóíêöèþ x + (αβ + γ), ïîëó÷èì ïðî-
èçâåäåíèå x1x2. Âìåñòå ñ îòðèöàíèåì ìû ïîëó÷àåì âñå áóëåâû
ôóíêöèè. Ýòî äîêàçûâàåò ïîëíîòó êëàññà F .
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Íàïðèìåð, èìåÿ x1x2x3 + x1x2 + x1, ìû èìååì

x1x2(x3 + 1) + x1.

Ïîëàãàÿ x3 = 0, ïîëó÷èì x1x2 + x1. Ïîäñòàâëÿÿ âìåñòî x2 ñóììó
x2 + 1, ïîëó÷èì

x1(x2 + 1) + x1 = x1x2 + x1 + x1 = x1x2.
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Ïðèâåä¼ì ïðèìåð.

x y z f g
0 0 0 1 0
0 0 1 0 1
0 1 0 1 0
0 1 1 1 1
1 0 0 1 0
1 0 1 1 1
1 1 0 0 0
1 1 1 1 0

L M S S0 S1

f − − − +
g − − − + −

Íàéä¼ì êàíîíè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí äëÿ g.

((¬x&¬y&z) ∨ (¬x&y&z) ∨ (x&¬y&z)) ≡

((¬y&z) ∨ (¬x&y&z)) ≡ ((¬y&z) ∨ (¬x&z)) ≡
((¬x ∨ ¬y)&z) ≡ (xy + 1)z ≡ (z + xyz).

Îòñþäà âèäíî, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé.
Òàê êàê

f(0, 0, 0) = 1, f(0, 0, 1) = 0,

òî f íå ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé.
Òàê êàê g(0, 0, 0) = g(1, 1, 1), òî g íå ÿâëÿåòñÿ ñàìîäâîéñòâåí-

íîé.
Â êàæäîì ñòîëáöå èìååì õîòÿ áû îäèí �. Çíà÷èò, ñèñòåìà ïîë-

íà.
Ñèñòåìà ôóíêöèé íàçûâàåòñÿ áàçèñîì, åñëè îíà ñàìà ïîëíà,

íî âûáðàñûâàíèå èç íå¼ ëþáîé îäíîé ôóíêöèè äåëàåò ñèñòåìó
íåïîëíîé.

Ðàññìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì.


