
1 Ýêâèâàëåíòíîñòü ôîðìóë

Îïðåäåëåíèå 1. Áóëåâû ôîðìóëû Φ è Ψ íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñîîòâåòñòâó-
þùèå èì ôóíêöèè fΦ è fΨ ðàâíû.

Îáîçíà÷åíèå: Φ ≡ Ψ.

1.1 Îñíîâíûå ýêâèâàëåíòíîñòè (òîæäåñòâà)

Ïóñòü ◦ - ýòî îäíà èç ôóíêöèé ∧,∨,+. Äëÿ ýòèõ òðåõ ôóíêöèé âûïîëíåíû ñëåäóþùèå äâå
ýêâèâàëåíòíîñòè (çàêîíû àññîöèàòèâíîñòè è êîììóòàòèâíîñòè).
(1) Àññîöèàòèâíîñòü:

((X1 ◦X2) ◦X3) ≡ (X1 ◦ (X2 ◦X3))

(2) Êîììóòàòèâíîñòü:
(X1 ◦X2) ≡ (X2 ◦X1))

(3) Äèñòðèáóòèâíûå çàêîíû:

((X1 ∨X2) ∧X3) ≡ ((X1 ∧X3) ∨ (X2 ∧X3))

((X1 ∧X2) ∨X3) ≡ ((X1 ∨X3) ∧ (X2 ∨X3))

((X1 + X2) ∧X3) ≡ ((X1 ∧X3) + (X2 ∧X3))

(4) Äâîéíîå îòðèöàíèå:
¬(¬X) ≡ X

(5)Çàêîíû äå Ìîðãàíà (âíåñåíèå îòðèöàíèÿ âíóòðü ñêîáîê):

¬(X1 ∨X2) ≡ (¬X1 ∧ ¬X2)

¬(X1 ∧X2) ≡ (¬X1 ∨ ¬X2)

(6) Ïîâòîðåíèÿ ïåðåìåííîé, êîíñòàíòû:

(X ∧X) ≡ X (X ∨X) ≡ X

(X ∧ ¬X) ≡ 0 (X ∨ ¬X) ≡ 1

(X ∧ 0) ≡ 0 (X ∨ 0) ≡ X

(X ∧ 1) ≡ X (X ∨ 1) ≡ 1

Ñëåäóþùèå äâå ýêâèâàëåíòíîñòè ïîçâîëÿþò âûðàçèòü èìïëèêàöèþ è ñëîæåíèå ïî ìîäóëþ 2
÷åðåç äèçúþíêöèþ, êîíúþêöèþ è îòðèöàíèå.
(7) (X1 → X2) ≡ (¬X1 ∨X2)
(8) (X1 + X2) ≡ ((X1 ∧ ¬X2) ∨ (¬X1 ∧X2))

Çàäà÷à 1. Ïðîâåðüòå âñå âûøåïðèâåäåííûå ýêâèâàëåíòíîñòè, íåïîñðåäñòâåííî âû÷èñëÿÿ
ôóíêöèè äëÿ ëåâûõ è ïðàâûõ ÷àñòåé.

1.2 Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ôîðìóë

Ñîãëàøåíèÿ îá óïðîùåííîé çàïèñè ôîðìóë.
1. Çàêîíû àññîöèàòèâíîñòè ïîêàçûâàþò, ÷òî çíà÷åíèÿ ôîðìóë, ñîñòàâëåííûõ èç ïåðåìåííûõ è
îïåðàöèé êîíúþíêöèè, íå çàâèñÿò îò ðàññòàíîâêè ñêîáîê. Ïîýòîìó âìåñòî ôîðìóë (X1 ∧X2)∧
X3) è (X1 ∧ (X2 ∧ X3)) ìû áóäåì äëÿ óïðîùåíèÿ ïèñàòü âûðàæåíèå (X1 ∧ X2 ∧ X3), êîòîðîå
íå ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëîé, íî ìîæåò áûòü ïðåâðàùåíî â íåå ñ ïîìîùüþ ðàññòàíîâêè ñêîáîê. Àíà-
ëîãè÷íî, áóäåì èñïîëüçîâàòü âûðàæåíèÿ (X1 ∨ X2 ∨ X3) è (X1 + X2 + X3) äëÿ ñîêðàùåíèÿ
ôîðìóë, ñîñòîÿùèõ èç äèçúþíêöèé è ñëîæåíèé ïî ìîäóëþ 2, ñîîòâåòñòâåííî.
2. Êàê è â îáû÷íîé àðèôìåòèêå, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî çíàê ëîãè÷åñêîãî óìíîæåíèÿ ∧ (êîíú-
þíêöèÿ) ñâÿçûâàåò ñâîè àðãóìåíòû ñèëüíåå, ÷åì çíàê ëîãè÷åñêîãî ñëîæåíèÿ ∨ (äèçúþíêöèÿ).
Ïîýòîìó äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè ôîðìóë âèäà ((X ∧ Y ) ∨ Z) , áóäåì èñïîëüçîâàòü âûðàæåíèÿ
X ∧ Y ∨ Z.
3. Åñëè âíåøíåé ôóíêöèåé â ôîðìóëå ÿâëÿåòñÿ îäíà èç ôóíêöèé ∧,∨,+,→, òî âíåøíèå ñêîáêè
â çàïèñè ôîðìóëû ìîæíî îïóñòèòü.
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Òàêèì îáðàçîì, ñ èñïîëüçîâàíèåì ýòèõ ñîãëàøåíèé ôîðìóëà
(((X ∨ Y ) ∨ (Z ∧ ¬X)) → ((Y + Z) + ¬X))
ìîæåò áûòü çàïèñàíà êàê (X ∨ Y ∨ Z ∧ ¬X) → (Y + Z + ¬X).

Èç îïðåäåëåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè ôîðìóë íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò
Ïðèíöèï çàìåíû ýêâèâàëåíòíûõ ïîäôîðìóë:
ïóñòü ôîðìóëà α ÿâëÿåòñÿ ïîäôîðìóëîé ôîðìóëû Φ, ôîðìóëà α′ ýêâèâàëåíòíà α è ôîðìóëà
Φ′ ïîëó÷åíà èç Φ ïîñðåäñòâîì çàìåíû íåêîòîðîãî âõîæäåíèÿ α íà α′. Òîãäà Φ′ ýêâèâàëåíòíà
Φ, ò.å. Φ′ ≡ Φ.

Ïðèìåíÿÿ ýòîò ïðèíöèï è èñïîëüçóÿ îñíîâíûå òîæäåñòâà, ìîæíî íàõîäèòü äëÿ çàäàííîé
ôîðìóëû äðóãèå ýêâèâàëåíòíûå åé ôîðìóëû. ×àñòî ýòî ìîæåò ïðèâîäèòü ê ñóùåñòâåííîìó
óïðîùåíèþ èñõîäíîé ôîðìóëû. Íàïðèìåð, åñëè â ôîðìóëå ((X ∧0)∨Y ) çàìåíèì íà îñíîâàíèè
òîæäåñòâ (6) ïîäôîðìóëó (X ∧ 0) íà 0, òî ïîëó÷èì ýêâèâàëåíòíóþ ôîðìóëó (0∨Y ). Ïî çàêîíó
êîììóòàòèâíîñòè (2) ýòà ôîðìóëà ýêâèâàëåíòíà ôîðìóëå (Y ∨ 0), êîòîðàÿ, â ñâîþ î÷åðåäü, ïî
îäíîìó èç òîæäåñòâ ãðóïïû (6) ýêâèâàëåíòíà ôîðìóëå Y . Ýòó öåïî÷êó ýêâèâàëåíòíûõ ïðåîá-
ðàçîâàíèé ìîæíî çàïèñàòü òàêæå ñëåäóþùèì îáðàçîì:
((X ∧ 0) ∨ Y ) ≡

(6)
(0 ∨ Y ) ≡

(2)
(Y ∨ 0) ≡

(6)
Y .

Â ýòîé öåïî÷êå âñïîìîãàòåëüíûå íîìåðà ïîä çíàêàìè ýêâèâàëåíòíîñòè óêàçûâàþò, ñ ïîìîùüþ
êàêîé ãðóïïû îñíîâíûõ òîæäåñòâ ýòà ýêâèâàëåíòíîñòü ïîëó÷àåòñÿ.

Íàçîâåì ëîãè÷åñêèì ïðîèçâåäåíèåì ôîðìóëó âèäà Φ1∧Φ2∧ . . .∧Φn (â ýòîì âûðàæåíèè èñ-
ïîëüçîâàíû ñîãëàøåíèÿ î ñîêðàùåíèè çàïèñè!). Åå ïîäôîðìóëû Φi, 1 ≤ i ≤ n, , áóäåì íàçûâàòü
ñîìíîæèòåëÿìè. Àíàëîãè÷íî, ëîãè÷åñêîé ñóììîé íàçîâåì ôîðìóëó âèäà Φ1 ∨ Φ2 ∨ . . . ∨ Φn .
Åå ïîäôîðìóëû Φi, 1 ≤ i ≤ n, , áóäåì íàçûâàòü ñëàãàåìûìè.

Çàäà÷à 2. Ïîêàæèòå, ÷òî èç îñíîâíûõ òîæäåñòâ ìîæíî âûâåñòè ñëåäóþùèå ïðàâèëà ïðå-
îáðàçîâàíèÿ ëîãè÷åñêèõ ïðîèçâåäåíèé è ñóìì.
Ñ1) Åñëè â ëîãè÷åñêîì ïðîèçâåäåíèè îäèí èç ñîìíîæèòåëåé ðàâåí 0, òî è âñå ïðîèçâåäåíèå
ðàâíî 0.
Ñ2) Åñëè â ëîãè÷åñêîé ñóììå îäíî èç ñëàãàåìûõ ðàâíî 1, òî è âñÿ ñóììà ðàâíà 1.
Ñ3) Åñëè â ëîãè÷åñêîì ïðîèçâåäåíèè n ≥ 2 è åñòü ñîìíîæèòåëü, ðàâíûé 1, òî åãî ìîæíî
âû÷åðêíóòü.
Ñ4) Åñëè â ëîãè÷åñêîé ñóììå n ≥ 2 è åñòü ñëàãàåìîå, ðàâíîå 0, òî åãî ìîæíî âû÷åðêíóòü.

Âûâåäåì åùå íåñêîëüêî âàæíûõ ëîãè÷åñêèõ òîæäåñòâ, ïîçâîëÿþùèõ ïðîâîäèòü óïðîùåíèÿ
ñëîæíûõ ôîðìóë. Èõ íàçûâàþò çàêîíû ïîãëîùåíèÿ.

Ï1) X ∨ (X ∧ Φ) ≡
(6)

(X ∧ 1) ∨ (X ∧ Φ) ≡
(3)

X ∧ (1 ∨ Φ) ≡
(2,6)

X ∧ 1 ≡
(6)

X

Ï2) (X ∧ Φ) ∨ (¬X ∧ Φ) ≡
(3)

(X ∨ ¬X) ∧ Φ ≡
(6)

1 ∧ Φ ≡
(6)

Φ

Ï3) (X1 ∧X2)∨ (¬X1 ∧X3)∨ (X2 ∧X3) ≡
(2,6)

(X1 ∧X2)∨ (¬X1 ∧X3)∨ (X1 ∨¬X1)∧ (X2 ∧X3)

≡
(3,2)

((X1 ∧X2) ∨ (X1 ∧X2 ∧X3))∨ ((¬X1 ∧X2) ∨ (¬X1 ∧X2 ∧X3)) ≡
(3)

((X1 ∧X2) ∧ (1 ∨X3))∨

((¬X1 ∧X2) ∧ (1 ∨X3)) ≡
(6)

((X1 ∧X2) ∧ 1)∨ ((¬X1 ∧X2) ∧ 1) ≡
(6)

(X1 ∧X2) ∨ (¬X1 ∧X3)

Çàäà÷à 3. Èñïîëüçóÿ îñíîâíûå òîæäåñòâà, äîêàçàòü ýêâèâàëåíòíîñòü ñëåäóþùèõ ïàð ôîð-
ìóë.
(a) ¬(X ∨ ¬Y ) ∧ (X → ¬Y ) è (¬X ∧ Y );
(b) ¬[(X ∧ ¬Y ) → (¬X ∨ Z)] è (X ∧ ¬Y ∧ ¬Z);
(c) (X + Y ) → (X ∧ ¬Y ) è (¬X ∧ ¬Y ) ∨X.

2 Äèçúþíêòèâíûå è êîíúþíêòèâíûå íîðìàëüíûå ôîðìû

Â ýòîì ðàçäåëå ìû èíòåðåñóåìñÿ ïðåäñòàâëåíèåì ïðîèçâîëüíîé áóëåâîé ôóíêöèè ïîñðåäñòâîì
ôîðìóë ñïåöèàëüíîãî âèäà, èñïîëüçóþùèõ òîëüêî îïåðàöèè ∧,∨ è ¬.

Ïóñòü X = {X1, . . . , Xn} - ýòî ìíîæåñòâî ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ. Ââåäåì äëÿ
êàæäîãî i = 1, ..., n îáîçíà÷åíèÿ: X0

i = ¬Xi è X1
i = Xi. Ôîðìóëà Xσ1

i1
∧Xσ2

i2
∧ . . . ∧Xσk

ik
(Xσ1

i1
∨

Xσ2
i2
∨ . . . ∨ Xσk

ik
), â êîòîðîé σij ∈ {0, 1} è âñå ïåðåìåííûå ðàçíûå, ò.å. Xij 6= Xir ïðè j 6= r,

íàçûâàåòñÿ ýëåìåíòàðíîé êîíúþíêöèåé (ýëåìåíòàðíîé äèçúþíêöèåé).

Îïðåäåëåíèå 2. Ôîðìóëà D íàçûâàåòñÿ äèçúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìîé (ÄÍÔ), åñëè
îíà ÿâëÿåòñÿ äèçúþíêöèåé ýëåìåíòàðíûõ êîíúþíêöèé, ò.å. èìååò âèä D = K1∨K2∨ . . .∨Kr,
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ãäå êàæäàÿ ôîðìóëà Kj (j = 1, ..., r) - ýòî ýëåìåíòàðíàÿ êîíúþíêöèÿ. D íàçûâàåòñÿ ñîâåð-
øåííîé ÄÍÔ, åñëè â êàæäóþ èç åå êîíúþíêöèé Kj âõîäÿò âñå n ïåðåìåííûõ èç X. Àíàëîãè÷-
íî, ôîðìóëà C íàçûâàåòñÿ êîíúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìîé (ÊÍÔ), åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ
êîíúþíêöèåé ýëåìåíòàðíûõ äèçúþíêöèé, ò.å. C = D1 ∨ D2 ∨ . . . ∨ Dr, ãäå êàæäàÿ ôîðìóëà
Dj (j = 1, ..., r) - ýòî ýëåìåíòàðíàÿ äèçúþíêöèÿ. Îíà ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííîé ÊÍÔ,åñëè â
êàæäóþ Dj âõîäÿò âñå n ïåðåìåííûõ èç X.

2.1 Ñîâåðøåííûå ÄÍÔ è ÊÍÔ

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ áóëåâó ôóíêöèþ f(X1, . . . , Xn), çàâèñÿùóþ îò ïåðåìåííûõ èç X.
Oáîçíà÷èì ÷åðåç N+

f ìíîæåñòâî íàáîðîâ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ, íà êîòîðûõ f ïðèíèìàåò çíà-
÷åíèå 1, à ÷åðåç N−

f ìíîæåñòâî íàáîðîâ, íà êîòîðûõ f ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 0, ò.å. N+
f =

{(σ1, . . . , σn) | f(σ1, . . . , σn) = 1} è N−
f = {(σ1, . . . , σn) | f(σ1, . . . , σn) = 0}. Îïðåäåëèì ïî

ýòèì ìíîæåñòâàì äâå ôîðìóëû:

Df =
∨

(σ1,...,σn)∈N+
f

Xσ1
1 ∧Xσ2

2 ∧ . . . ∧Xσn
n

è
Cf =

∧
(σ1,...,σn)∈N−

f

(X¬σ1
1 ∨X¬σ2

2 ∨ . . . ∨X¬σn
n )

Òåîðåìà 1. (1) Åñëè ôóíêöèÿ f íå ðàâíà òîæäåñòâåííî 0, òî ôîðìóëà Df - ýòî ñîâåðøåííàÿ
ÄÍÔ, çàäàþùàÿ ôóíêöèþ f .
(2) Åñëè ôóíêöèÿ f íå ðàâíà òîæäåñòâåííî 1, òî ôîðìóëà Cf - ýòî ñîâåðøåííàÿ ÊÍÔ, çà-
äàþùàÿ ôóíêöèþ f .

Ñëåäñòâèå 1.1. Êàæäàÿ áóëåâà ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü çàäàíà ôîðìóëîé, ñîäåðæàùåé ïåðåìåí-
íûå è ôóíêöèè êîíúþíêöèè, äèçúþíêöèè è îòðèöàíèÿ.

Ïðèâåäåííûå âûøå ôîðìóëû äëÿ Df è Cf ïîçâîëÿþò ýôôåêòèâíî ñòðîèòü ñîâåðøåííûå
ÄÍÔ è ÊÍÔ ïî òàáëè÷íîìó ïðåäñòàâëåíèþ ôóíêöèè f (Êàêèì îáðàçîì?). Ìîæíî ëè ïîëó-
÷èòü òàêèå ñïåöèàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ïî ïðîèçâîëüíîé ôîðìóëå, çàäàþùåé f , íå âûïèñûâàÿ
åå ïîëíîé òàáëèöû? Ïðèâîäèìàÿ íèæå ïðîöåäóðà ïîçâîëÿåò ýòî ñäåëàòü, èñïîëüçóÿ îñíîâíûå
ýêâèâàëåíòíîñòè ôîðìóë.

Ïðîöåäóðà Ïðèâåäåíèå ê ñîâåðøåííîé ÄÍÔ
Âõîä: ôîðìóëà Φ, âêëþ÷àþùàÿ ôóíêöèè ¬,∧,∨,→ è +.
(1) Èñïîëüçóÿ ýêâèâàëåíòíîñòè (7) è (8), çàìåíèòü âñå ôóíêöèè → è + íà ¬,∧ è ∨.
(2) Èñïîëüçóÿ çàêîíû äå Ìîðãàíà (5) è ñíÿòèå äâîéíîãî îòðèöàíèÿ (4), âíåñòè âñå çíàêè îòðè-
öàíèÿ âíóòðü ñêîáîê òàê, ÷òîáû âñå îñòàâøèåñÿ îòðèöàíèÿ íàõîäèëèñü íåïîñðåäñòâåííî ïåðåä
ïåðåìåííûìè.
(3) Ïîëó÷èâøàÿñÿ ïîñëå øàãà (2) ôîðìóëà Φ′ èìååò îäíó èç äâóõ ôîðì: (à) Φ′ = Φ1 ∧ Φ2 èëè
(á) Φ′ = Φ1 ∨ Φ2.

Ïîñêîëüêó êàæäàÿ èç ôîðìóë Φ1, Φ2 ïðîùå (êîðî÷å) ôîðìóëû Φ′, òî ïðåäïîëîæèì ïî
èíäóêöèè, ÷òî äëÿ íèõ óæå ïîñòðîåíû ýêâèâàëåíòíûå ÄÍÔ D1 = K1

1 ∨K2
1 ∨ . . . ∨Kr

1 è D2 =
K1

2 ∨K2
2 ∨ . . . ∨Ks

2 , ñîîòâåòñòâåííî.
Òîãäà â ñëó÷àå (à) èìååì:

Φ′ ≡ (K1
1∨K2

1∨. . .∨Kr
1)∧(K1

2∨K2
2∨. . .∨Ks

2) ≡
(3)

(K1
1∧K1

2 )∨. . .∨(Ki
1∧Kj

2)∨. . . (Kr
1∧Ks

2). Êàæäûé

÷ëåí (Ki
1∧Kj

2) ýòîé äèçúþíêöèè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîíúþíêöèþ ïåðåìåííûõ è èõ îòðèöàíèé.
Ïðèìåíÿÿ ýêâèâàëåíòíîñòè ãðóïï (1), (2) è (6), ìîæíî óäàëèòü èç íåãî ïîâòîðåíèÿ ïåðåìåííûõ,
ïîñëå ÷åãî îí ïðåâðàòèòñÿ â íåêîòîðóþ ýëåìåíòàðíóþ êîíúþíêöèþ èëè êîíñòàíòó. Ïðîäåëàâ
òàêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñî âñåìè ïàðàìè (i, j), i = 1, ..., r; j = 1, ..., s, è óäàëèâ, åñëè ïîòðåáóåòñÿ,
êîíñòàíòû 0, ìû ïîëó÷èì ÄÍÔ, ýêâèâàëåíòíóþ èñõîäíîé ôîðìóëå Φ.
Â ñëó÷àå (á) ôîðìóëà Φ′ ≡ (K1

1 ∨K2
1 ∨ . . .∨Kr

1)∨ (K1
2 ∨K2

2 ∨ . . .∨Ks
2) ñàìà óæå ÿâëÿåòñÿ ÄÍÔ.

(4) Èñïîëüçóÿ ýêâèâàëåíòíîñòè ãðóïï (1), (2) è (6) óäàëèòü èç ïîëó÷èâøåéñÿ ïîñëå øàãà (3)
ôîðìóëû ïîâòîðíûå âõîæäåíèÿ îäèíàêîâûõ êîíúþíêöèé.
(5) Ïóñòü ïîñëå øàãà (4) ïîëó÷èëàñü ÄÍÔ Φ′′ = K1∨K2∨. . .∨Km. ×òîáû ïîëó÷èòü ýêâèâàëåíò-
íóþ ñîâåðøåííóþ ÄÍÔ, ïîñòðîèì äëÿ êàæäîé Ki, (i = 1, . . . ,m) ýêâèâàëåíòíóþ ñîâåðøåííóþ
ÄÍÔ, çàìåíèì åþ Ki, à çàòåì óñòðàíèì ïîâòîðåíèÿ îäèíàêîâûõ êîíúþíêöèé.
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Çàäà÷à 4.
(1) Ïðåäëîæèòå àëãîðèòì, êîòîðûé ïî ïðîèçâîëüíîé ýëåìåíòàðíîé êîíúþíêöèè ñòðîèò ýê-
âèâàëåíòíóþ åé ñîâåðøåííóþ ÄÍÔ.
(2) Ïðåäëîæèòå àëãîðèòì, êîòîðûé ïî ïðîèçâîëüíîé ýëåìåíòàðíîé äèçúþíêöèè ñòðîèò ýê-
âèâàëåíòíóþ åé ñîâåðøåííóþ ÊÍÔ.

Îòìåòèì, ÷òî ïîðÿäîê âûïîëíåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèé íà ýòàïàõ (1) è (2) ïðîöåäóðû íå îïðåäå-
ëåí îäíîçíà÷íî. Íàïðèìåð, íà ýòàïå (1) ìîæíî ñíà÷àëà óñòðàíÿòü →, à çàòåì +, èëè íàîáîðîò,
èëè äàæå ÷åðåäîâàòü ýêâèâàëåíòíîñòè (7) è (8) â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå. Â ëþáîì ñëó÷àå íàøà
ïðîöåäóðà äîëæíà ïðèâåñòè ê òðåáóåìîìó ðåçóëüòàòó.

Ïðåäëîæåíèå 1. Íà ýòàïå (1) ïðîöåäóðû ïðè ëþáîì ïîðÿäêå âûïîëíåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèé
(7), (8) äî òåõ ïîð, ïîêà íè îäíî èç íèõ íå ïðèìåíèìî, ïîëó÷åííàÿ â ðåçóëüòàòå ôîðìóëà íå
áóäåò ñîäåðæàòü ôóíêöèé → è +.

Çàäà÷à 5. Äîêàæèòå Ïðåäëîæåíèå 1, èñïîëüçóÿ èíäóêöèþ ïî îáùåìó êîëè÷åñòâó ôóíêöèé
→ è + â ôîðìóëå.

Ïðåäëîæåíèå 2. Íà ýòàïå (2) ïðîöåäóðû ïðè ëþáîì ïîðÿäêå âûïîëíåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèé
ãðóïï (4) è (5) äî òåõ ïîð, ïîêà íè îäíî èç íèõ íå ïðèìåíèìî, â ïîëó÷åííîé â ðåçóëüòàòå
ôîðìóëå âñå çíàêè îòðèöàíèÿ áóäóò ñòîÿòü íåïîñðåäñòâåííî ïåðåä ïåðåìåííûìè.

Ïåðåä äîêàçàòåëüñòâîì ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ââåäåì íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ. Îïðåäåëèì äëÿ
êàæäîé ôîðìóëû Φ, ïîñòðîåííîé èç ôóíêöèé ìíîæåñòâà F , åå ãëóáèíó dep(Φ) èíäóêöèåé ïî
ïîñòðîåíèþ ôîðìóëû.
(à) Åñëè Φ - ýòî ñèìâîë ïåðåìåííîé èëè êîíñòàíòà, òî dep(Φ) = 0.
(á) Åñëè Φ = f(Φ1, . . . ,Φn), ãäå f - ýòî n-ìåñòíàÿ ôóíêöèÿ èç F , òî

dep(Φ) = max
1≤i≤n

dep(Φi) + 1

.
Íàïðèìåð, ôîðìóëà Φ = ((X +Y ) → ((X ∨¬Z)∧Y ))), ïîñòðîåííàÿ íàä F = {∨,∧,¬,→,+},

èìååò ãëóáèíó dep(Φ) = 4.
Ïóñòü Φ - ýòî ôîðìóëà íàä F = {∨,∧,¬}. Îïðåäåëèì äëÿ êàæäîé åå "îòðèöàòåëüíîé"ïîä-

ôîðìóëû âèäà ¬(Ψ) âûñîòó h(¬(Ψ)) êàê 3dep(Ψ) − 1. È ïóñòü âûñîòà âñåé ôîðìóëû H(Φ)
ðàâíà ñóììå âûñîò âñåõ åå îòðèöàòåëüíûõ ïîäôîðìóë.
Äîêàçàòåëüñòâî Ïðåäëîæåíèÿ 2 ïðîâåäåì èíäóêöèåé ïî âûñîòå ôîðìóë.
Áàçèñ èíäóêöèè. Åñëè H(Φ) = 0, òî ëèáî â Φ íåò îòðèöàíèé, ëèáî âñå îòðèöàíèÿ íàõîäÿòñÿ
íåïîñðåäñòâåííî ïåðåä ïåðåìåííûìè. Ñëåäîâàòåëüíî, Φ óäîâëåòâîðÿåò òðåáîâàíèþ Ïðåäëîæå-
íèÿ 2.
Øàã èíäóêöèè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè n ≤ k äëÿ âñåõ ôîðìóë âûñîòû n Ïðåäëîæåíèå 2 âû-
ïîëíåíî. Ïóñòü Φ - ïðîèçâîëüíàÿ ôîðìóëà âûñîòû H(Φ) = k + 1. Äîêàæåì íàøå óòâåðæäåíèå
äëÿ íåå. Ïîñêîëüêó H(Φ) ≥ 1, òî Φ ñîäåðæèò õîòÿ áû îäíó îòðèöàòåëüíóþ ïîäôîðìóëó ¬(Ψ),
ó êîòîðîé h(¬(Ψ)) ≥ 1 è, ñëåäîâàòåëüíî, dep(Ψ) ≥ 1. Ê òàêîé ôîðìóëå îáÿçàòåëüíî ìîæíî ïðè-
ìåíèòü ëèáî ñíÿòèå äâîéíîãî îòðèöàíèÿ (4), ëèáî îäèí èç çàêîíîâ äå Ìîðãàíà (5). (Îáúÿñíèòå
ïî÷åìó ? ) Ïóñòü ¬(Ψ) - ýòî òà ïîäôîðìóëà Φ, êîòîðàÿ íà (2)-îì ýòàïå ïðîöåäóðû ïåðâîé çàìå-
íÿåòñÿ íà ýêâèâàëåíòíóþ ôîðìóëó Ψ′ â ñîîòâåòñòâèè ñ îäíîé èç óêàçàííûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé.
Ïóñòü Φ′ - ýòî ôîðìóëà, ïîëó÷èâøàÿñÿ â ðåçóëüòàòå ýòîé çàìåíû èç Φ. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü
( ïðîäåëàéòå ýòó ïðîâåðêó! ), ÷òî ïðè ëþáîì èç ïðåîáðàçîâàíèé (4), (5) H(Ψ′) < H(¬(Ψ)) è,
ñëåäîâàòåëüíî, H(Φ′) < H(Φ). Òîãäà, H(Φ′) ≤ k è ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè ïðèìåíåíèå ýê-
âèâàëåíòíîñòåé (4), (5) â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå ïðèâåäåò â êîíöå êîíöîâ ê ôîðìóëå, ó êîòîðîé
âñå îòðèöàíèÿ áóäóò ñòîÿòü íåïîñðåäñòâåííî ïåðåä ïåðåìåííûìè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî Ïðåäëî-
æåíèå 2 âûïîëíåíî ïðè n = k + 1, ÷òî çàâåðøàåò èíäóêöèîííûé øàã è âñå äîêàçàòåëüñòâî.

Çàäà÷à 6. Êàê èçìåíèòü (3)-èé, (4)-ûé è (5)-ûé ýòàïû ïðîöåäóðû, ÷òîáû â ðåçóëüòàòå
ïîëó÷èòü ñîâåðøåííóþ ÊÍÔ, ýêâèâàëåíòíóþ èñõîäíîé ôîðìóëå.

Ðàññìîòðèì ïðèìåíåíèå ïðîöåäóðû ïðèâåäåíèÿ ê ñîâåðøåííîé ÄÍÔ íà ïðèìåðå.

Ïðèìåð 1. Ïóñòü ôîðìóëà Φ = ((¬X ∨ Z) → (Y → (X + Z))).
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Íà (1)-îì ýòàïå ïðîöåäóðû ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ öåïî÷êó ýêâèâàëåíòíîñòåé:
Φ ≡

(7)
¬(¬X ∨ Z) ∨ (Y → (X + Z)) ≡

(7)
¬(¬X ∨ Z) ∨ (¬Y ∨ (X + Z)) ≡

(8)
¬(¬X ∨ Z) ∨ (¬Y ∨ ((X ∧

¬Z) ∨ (¬X ∧ Z))).
Íà (2)-îì ýòàïå âíîñèì îòðèöàíèå âíóòðü ïåðâîé ñêîáêè è ïîëó÷àåì ôîðìóëó
Φ′ = (¬¬X ∧ ¬Z) ∨ (¬Y ∨ ((X ∧ ¬Z) ∨ (¬X ∧ Z))). Óñòðàíèâ äâîéíîå îòðèöàíèå, ïîëó÷èì
Φ′′ = (X ∧ ¬Z) ∨ (¬Y ∨ ((X ∧ ¬Z) ∨ (¬X ∧ Z))).
Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ýòî óæå ÄÍÔ. Óäàëèì íà (4)-îì ýòàïå ïîâòîðíîå âõîæäåíèå ïåðâîé
êîíúíêöèè è ïîëó÷èì ÄÍÔ
Φ1 = (X ∧ ¬Z) ∨ ¬Y ∨ (¬X ∧ Z).
Ýòà ÄÍÔ íå ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííîé, òàê êàê â êàæäóþ èç åå òðåõ êîíúþíêöèé âõîäÿò íå âñå
ïåðåìåííûå. Ïîñòðîèì íà ýòàïå (5) äëÿ íèõ ýêâèâàëåíòíûå ñîâåðøåííûå ÄÍÔ (èñïîëüçóÿ ðå-
øåíèå çàäà÷è 4!).
(X ∧ ¬Z) ≡ (X ∧ Y ∧ ¬Z) ∨ (X ∧ ¬Y ∧ ¬Z),
¬Y ≡ (X ∧ ¬Y ∧ Z) ∨ (X ∧ ¬Y ∧ ¬Z) ∨ (¬X ∧ ¬Y ∧ Z) ∨ (¬X ∧ ¬Y ∧ ¬Z),
(¬X ∧ Z) ≡ (¬X ∧ Y ∧ Z) ∨ (¬X ∧ ¬Y ∧ Z).
Ïîäñòàâèâ ýòè ôîðìóëû â Φ1 è óñòðàíèâ ïîâòîðåíèÿ êîíúþíêöèé, ïîëó÷èì ñîâåðøåííóþ ÄÍÔ,
ýêâèâàëåíòíóþ èñõîäíîé ôîðìóëå Φ:
Φ2 = (X∧Y ∧¬Z)∨(X∧¬Y ∧¬Z)∨(X∧¬Y ∧Z)∨ (¬X∧¬Y ∧Z)∨(¬X∧¬Y ∧¬Z)∨(¬X∧Y ∧Z).

Ìû âèäèì, ÷òî ÄÍÔ Φ1, ïîëó÷åííàÿ ïîñëå 4-ãî ýòàïà, âûãëÿäèò ñóùåñòâåííî ïðîùå, ò.å.
ÿâëÿåòñÿ áîëåå êîðîòêîé, ÷åì ñîâåðøåííàÿ ÄÍÔ Φ2. Îäíàêî ñîâåðøåííûå ÄÍÔ è ÊÍÔ îáëà-
äàþò âàæíûì ñâîéñòâîì åäèíñòâåííîñòè, êîòîðîå ñëåäóåò èç èõ êîíñòðóêöèè â òåîðåìå 1.

Ñëåäñòâèå 1.2. Äëÿ êàæäîé áóëåâîé ôóíêöèè îò n ïåðåìåííûõ, íå ðàâíîé òîæäåñòâåííî 0,
ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè êîíúþíêöèé è ïåðåìåííûõ âíóòðè
êîíúþíêöèé ñîâåðøåííàÿ ÄÍÔ, çàäàþùàÿ ýòó ôóíêöèþ.

Ýòî ñëåäñòâèå ïîçâîëÿåò ïðåäëîæèòü ñëåäóþùóþ ïðîöåäóðó äëÿ ïðîâåðêè ýêâèâàëåíòíîñòè
ôîðìóë Φ è Ψ.
(1) Ïîñòðîèòü äëÿ Φ è Ψ ýêâèâàëåíòíûå ñîâåðøåííûå ÄÍÔ Φ′ è Ψ′, èñïîëüçóÿ ïðîöåäóðó
ïðèâåäåíèÿ ê ñîâåðøåííîé ÄÍÔ.
(2) Óïîðÿäî÷èòü â ñîîòâåòñòâèè ñ íåêîòîðîé íóìåðàöèåé ïåðåìåííûõX âõîæäåíèÿ ïåðåìåííûõ
â êàæäóþ êîíúþíêöèþ, à çàòåì ëåêñèêîãðàôè÷åñêè óïîðÿäî÷èòü ìåæäó ñîáîé êîíúþíêöèè,
âõîäÿùèå â Φ′ è Ψ′. Ïóñòü â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àòñÿ ñîâåðøåííûå ÄÍÔ Φ′′ è Ψ′′.
(3) Åñëè Φ′′ = Ψ′′, òî âûäàòü îòâåò "Äà", èíà÷å � îòâåò "Íåò".

Çàìå÷àíèå. Àíàëîãè÷íóþ ïðîöåäóðó ìîæíî ïîñòðîèòü ñ èñïîëüçîâàíèåì ñîâåðøåííûõ
ÊÍÔ.

2.2 Ñîêðàùåííûå ÄÍÔ

Ñîêðàùåííûå ÄÍÔ ÿâëÿþòñÿ åùå îäíèì ñïîñîáîì îäíîçíà÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ áóëåâûõ ôóíê-
öèé, êîòîðîå âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ìîæåò îêàçàòüñÿ áîëåå ïðîñòûì, ÷åì ïðåäñòàâëåíèå ñ ïîìîùüþ
ñîâåðøåííûõ ÄÍÔ.

Íàïîìíèì, ÷òî ìû ðàññìàòðèâàåì áóëåâû ôóíêöèè íàä ïåðåìåííûìè X = {X1, . . . , Xn}.
Ñ êàæäîé ýëåìåíòàðíîé êîíúþíêöèåé K = Xσ1

i1
∧ Xσ2

i2
∧ . . . ∧ Xσk

ik
ñâÿçàíî ìíîæåñòâî N+

K

íàáîðîâ ïåðåìåííûõ, íà êîòîðûõ K ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1. Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî ýòî ìíîæåñòâî
ñîäåðæèò 2(n−k) íàáîðîâ, â êîòîðûõ êàæäàÿ èç âõîäÿùèõ â K ïåðåìåííûõ Xir

(1 ≤ r ≤ k) èìååò
ôèêñèðîâàííîå çíà÷åíèå σr, à çíà÷åíèÿ îñòàëüíûõ (n− k) ïåðåìåííûõ ïðîèçâîëüíû.

Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü f - ïðîèçâîëüíàÿ áóëåâà ôóíêöèÿ íàä X. Ýëåìåíòàðíàÿ êîíúþíêöèÿ
K íàçûâàåòñÿ äîïóñòèìîé äëÿ f , åñëè N+

K ⊆ N+
f .

Ýëåìåíòàðíàÿ êîíúþíêöèÿ K íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíîé äëÿ f , åñëè äëÿ ëþáîé ýëåìåíòàð-
íîé êîíúþíêöèè L èç óñëîâèÿ N+

K ⊆ N+
L ⊆ N+

f ñëåäóåò, ÷òî N+
K = N+

L .
Ñîêðàùåííîé ÄÍÔ äëÿ ôóíêöèè f íàçûâàåòñÿ äèçúþíêöèÿ âñåõ ìàêñèìàëüíûõ äëÿ ýòîé
ôóíêöèè ýëåìåíòàðíûõ êîíúþíêöèé.

Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî ñîêðàùåííàÿ ÄÍÔ äëÿ ôóíêöèè f åäèí-
ñòâåííà (ñ òî÷íîñòüþ äî ïîðÿäêà ýëåìåíòàðíûõ êîíúþíêöèé è ïîðÿäêà ïåðåìåííûõ â íèõ) è â
òî÷íîñòè çàäàåò ôóíêöèþ f .

Ïðèìåðîì ñîêðàùåííîé ÄÍÔ ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëà Φ1 = (X ∧¬Z)∨¬Y ∨ (¬X ∧Z) èç ïðèìåðà
1.
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Ñîêðàùåííóþ ÄÍÔ ìîæíî ïîëó÷èòü èç ïðîèçâîëüíîé ÄÍÔD, èñïîëüçóÿ ïðîöåäóðó, íàçûâà-
åìóþ ìåòîäîì Áëýéêà.

(1) Ïðèìåíÿòü, ñêîëüêî âîçìîæíî, çàêîí ïîãëîùåíèÿ
(Ï3): (X ∧K1) ∨ (¬X ∧K2) ≡ (X ∧K1) ∨ (¬X ∧K2) ∨ (K1 ∧K2)
ñëåâà íàïðàâî ïðè óñëîâèè, ÷òî êîíúíêöèÿ (K1∧K2) íåïðîòèâîðå÷èâà, ò.å. íå ñîäåðæèò îäíîâðå-
ìåííî íåêîòîðóþ ïåðåìåííóþ è åå îòðèöàíèå. (Çàìåòèì, ÷òî íà ýòîì ýòàïå ÷èñëî ýëåìåíòàðíûõ
êîíúþíêöèé â ÄÍÔ, âîîáùå ãîâîðÿ, óâåëè÷èâàåòñÿ).
(2) Ïðèìåíÿòü, ñêîëüêî âîçìîæíî, ïðàâèëî ïîãëîùåíèÿ (Ï1): X ∨ (X ∧K) ≡ X. Çàòåì óäàëèòü
ïîâòîðíûå âõîæäåíèÿ êîíúþíêöèé.

Òåîðåìà 2. Â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà Áëåéêà ê ïðîèçâîëüíîé ÄÍÔ ÷åðåç êîíå÷íîå
÷èñëî øàãîâ áóäåò ïîëó÷åíà ýêâèâàëåíòíàÿ åé ñîêðàùåííàÿ ÄÍÔ.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïóñòü ïîñëå (1)-ãî ýòàïà ïðîöåäóðû ÄÍÔ D ôóíêöèè f ïðåîáðàçîâàëàñü â ýêâèâàëåíòíóþ

ÄÍÔ D1. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ âñÿêîé äîïóñòèìîé äëÿ f ýëåìåíòàðíîé êîíúþíêöèÿ K â D1 íàé-
äåòñÿ òàêàÿ êîíúþíêöèÿ K ′, ÷òî N+

K ⊆ N+
K′ . Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì âîçâðàòíîé èíäóêöèåé

ïî ÷èñëó ïåðåìåííûõ â K.

Áàçèñ èíäóêöèè. Ïóñòü K ñîäåðæèò âñå n ïåðåìåííûõ èç X. Òîãäà N+
K ñîñòîèò èç åäèíñòâåí-

íîãî íàáîðà è, ïîñêîëüêó N+
K ⊆ N+

D1
, òî â D1 ñóùåòñâóåò êîíúþíêöèÿ K ′, äëÿ êîòîðîé N+

K ⊆
N+

K′ .
Øàã èíäóêöèè. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî k < n óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ âñåõ äîïóñòèìûõ äëÿ
f êîíúþíêöèé, ñîäåðæàùèõ íå ìåíåå (k + 1)-îé ïåðåìåííîé. Äîêàæåì, ÷òî îíî âåðíî è äëÿ
äîïóñòèìûõ êîíúþíêöèé ñ k ïåðåìåííûìè.

Ïóñòü äîïóñòèìàÿ äëÿ f ýëåìåíòàðíàÿ êîíúþíêöèÿ K ñîäåðæèò k ïåðåìåííûõ è ïóñòü
X ∈ X - ïåðåìåííàÿ, íå âõîäÿùàÿ â K. Òîãäà îáå ýëåìåíòàðíûå êîíúþíêöèè K1 = (X ∧ K)
è K2 = (¬X ∧ K) ÿâëÿþòñÿ äîïóñòèìûìè äëÿ f è ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè äëÿ íèõ â
Φ1 íàéäóòñÿ òàêèå K ′

1 è K ′
2, ÷òî N+

K1
⊆ N+

K′
1
è N+

K2
⊆ N+

K′
2
. Åñëè õîòÿ áû îäíà èç íèõ íå

ñîäåðæèò X, òî åå ìîæíî âûáðàòü â êà÷åñòâå K ′. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, èõ ìîæíî ïðåäñòàâèòü
â âèäå K ′

1 = (X ∧K ′′
1 ) è K ′

2 = (¬X ∧K ′′
2 ). Ïðè ýòîì N+

K ⊆ N+
K′′

1
è N+

K ⊆ N+
K′′

2
. Ïîñêîëüêó âñå

ïðåîáðàçîâàíèÿ âèäà (Ï3) âûïîëíåíû, òî D1 òîãäà ñîäåðæèò è êîíúþíêöèþ K ′ = (K ′′
1 ∧K ′′

2 ),
äëÿ êîòîðîé N+

K ⊆ N+
K′ .

Çàìåòèì, ÷òî åñëè K ìàêñèìàëüíà äëÿ f , òî N+
K = N+

K′ . Òàêèì îáðàçîì, âñå ìàêñèìàëüíûå
êîíúþíêöèè âõîäÿò â D1.

Òåïåðü, ÷òîáû çàâåðøèòü äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû, íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî íà ýòàïå (2) èç D1

áóäóò óäàëåíû âñå íåìàêñèìàëüíûå ýëåìåíòàðíûå êîíúþíêöèè. (Äîêàæèòå ýòî èíäóêöèåé ïî
÷èñëó íåìàêñèìàëüíûõ êîíúþíêöèé â D1.)

Ïðèìåð 2. Ïðèìåíèì ìåòîä Áëåéêà ê ñîâåðøåííîé ÄÍÔ ôóíêöèè f(X1, X2, X3), ïðèíèìà-
þùåé çíà÷åíèå 1 íà íàáîðàõ ìíîæåñòâà N+

f = {(001), (010), (011), (101)}.

Åå ñîâåðøåííàÿ ÄÍÔ
D = (¬X1 ∧ ¬X2 ∧X3) ∨ (¬X1 ∧X2 ∧ ¬X3) ∨ (¬X1 ∧X2 ∧X3) ∨ (X1 ∧ ¬X2 ∧X3).

Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ïðåîáðàçîâíàèé (Ï3) íà (1)-îì ýòàïå ïîëó÷èì
D1 = (¬X1 ∧¬X2 ∧X3)∨ (¬X1 ∧X2 ∧¬X3)∨ (¬X1 ∧X2 ∧X3)∨ (X1 ∧¬X2 ∧X3)∨ (¬X2 ∧X3)∨
(¬X1 ∧X2) ∨ (¬X1 ∧X3)
Ïîñëå ïîãëîùåíèé (Ï1) íà âòîðîì ýòàïå îñòàíåòñÿ ñîêðàùåííàÿ ÄÍÔ

D2 = (¬X2 ∧X3) ∨ (¬X1 ∧X2) ∨ (¬X1 ∧X3).
Çàìåòèì, ÷òî îíà íå ÿâëÿåòñÿ ñàìîé êîðîòêîé ÄÍÔ äëÿ f , ò.ê. D2 ≡ (¬X2 ∧X3) ∨ (¬X1 ∧X2).
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3 Ìíîãî÷ëåíû Æåãàëêèíà

Íàïîìíèì, ÷òî ìíîãî÷ëåíàìè Æåãàëêèíà íàçâàþòñÿ ôîðìóëû íàä ìíîæåñòâîì ôóíêöèé
FJ = {0, 1, ∗,+} (çäåñü ∗ - ýòî äðóãîå îáîçíà÷åíèå êîíúþíêöèè). Òàêèì îáðàçîì, êàæäûé ìíî-
ãî÷ëåí Æåãàëêèíà (âîçìîæíî, ïîñëå ðàñêðûòèÿ ñêîáîê è "ïðèâåäåíèÿ"ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ) ïðåä-
ñòàâëÿåò ñóììó (ïî ìîäóëþ 2) ïîëîæèòåëüíûõ (ìîíîòîííûõ) ýëåìåíòàðíûõ êîíúþíêöèé (ò.å.
ýëåìåíòàðíûõ êîíúþíêöèé áåç îòðèöàíèé). Ïîñêîëüêó äëÿ + è * ñïðàâåäëèâû çàêîíû àññîöè-
àòèâíîñòè, ìû áóäåì ïðè çàïèñè ìíîãî÷ëåíà Æåãàëêèíà îïóñêàòü ñêîáêè, ñ÷èòàÿ, ÷òî ∗ ñâÿ-
çûâàåò àðãóìåíòû ñèëüíåå, ÷åì +.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ýêâèâàëåíòíîñòè:

(J1) ¬X ≡ (X + 1),
(J2) (X1 ∧X2) ≡ (X1 ∗X2),
(J3) (X1 ∨X2) ≡ (X1 ∗X2 + X1 + X2) ≡ (X1 + 1) ∗ (X2 + 1) + 1,
(J4) (X1 + X2) ∗ (X3 + X4) ≡ (X1 ∗X2 + X1 ∗X3 + X2 ∗X3 + X2 ∗X4).

Èç ýòèõ ýêâèâàëåíòíîñòåé è òåîðåìû 1 ëåãêî ïîëó÷èòü ïåðâóþ ÷àñòü ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.

Òåîðåìà 3. Äëÿ ëþáîé áóëåâîé ôóíêöèè ñóùåñòâóåò çàäàþùèé åå ìíîãî÷ëåí Æåãàëêèíà. Îí
åäèíñòâåíåí ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâîê ñëàãàåìûõ è ïîðÿäêà ïåðåìåííûõ â êîíúþíêöèÿõ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî ìíîãî÷ëåíà ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî äëÿ ëþáîé ÄÍÔ
èëè ÊÍÔ ìîæíî ñ ïîìîùüþ óêàçàííûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé íàéòè ýêâèâàëåíòíûé ìíîãî÷ëåí
Æåãàëêèíà: (J1)-(J3) ïîçâîëÿþò çàìåíÿòü âñå âõîæäåíèÿ ¬,∧ è ∨ íà + è *, à (J4) - ïåðåìíîæàòü
ïîëó÷èâøèåñÿ ïîñëå òàêîé çàìåíû ìíîãî÷ëåíû.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà åäèíñòâåííîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ ïîäñ÷èòàåì ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ìíîãî÷ëå-
íîâÆåãàëêèíà îò n ïåðåìåííûõ. Êàæäàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ýëåìåíòàðíàÿ êîíúþíêöèÿ èìååò âèä
Xi1 ∗ . . . ∗Xik

, ãäå 1 ≤ i1 < . . . < ik ≤ n. Òàêèõ êîíúþíêöèé ñòîëüêî æå, ñêîëüêî ïîäìíîæåñòâ
ìíîæåñòâà X = {X1, . . . , Xn}, ò.å. 2n. ( Êîíúþíêöèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïóñòîìó ïîäìíîæåñòâó
ïåðåìåííûõ ðàâíà 1). Óïîðÿäî÷èì èõ ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì (íàïðèìåð, ëåêñèêîãðàôè÷åñêè):
K1,K2, . . . ,K2n . Tîãäà êàæäûé ìíîãî÷ëåí Æåãàëêèíà åäèíñòâåííûì îáðàçîì ìîæíî ïðåäñòà-
âèòü êàê ñóììó

α1 ∗K1 + α2 ∗K2 + . . . + α2n ∗K2n ,
ãäå âñå êîýôôèöèåíòû αi ðàâíû 0 èëè 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî ìíîãî÷ëåíîâ Æåãàëêèíà ðàâíî
22n

, ò.å. ÷èñëó âñåõ áóëåâûõ ôóíêöèé îò n ïåðåìåííûõ. Ïîýòîìó êàæäàÿ ôóíêöèÿ çàäàåòñÿ â
òî÷íîñòè îäíèì ìíîãî÷ëåíîì Æåãàëêèíà.

Ïðèìåð 3. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(X1, X2, X3) çàäàåòñÿ ÄÍÔ Φ = (X1 ∧¬X2)∨ (¬X1 ∧X2 ∧¬X3).
Íàéäåì ïîëèíîì Æåãàëêèíà, êîòîðûé òàêæå çàäàåò ýòó ôóíêöèþ.

Ñíà÷àëà çàìåíÿåì ∧ íà *, à çàòåì,ïðèìåíÿÿ ýêâèâàëåíòíîñòü (J1), óñòðàíÿåì îòðèöàíèÿ è
ïîëó÷àåì:
Φ ≡ X1 ∗ (X2 + 1) ∨ (X1 + 1) ∗X2 ∗ (X3 + 1).
Ïåðåìíîæèâ ïî ïðàâèëàì (J4), ïîëó÷èì:
Φ ≡ (X1 ∗X2 + X1) ∨ (X1 ∗X2 ∗X3 + X1 ∗X2 + X2 ∗X3 + X2)
Ýêâèâàëåíòíîñòü (J3) ïîçâîëÿåò óñòðàíèòü ∨:
Φ ≡ (X1 ∗X2 + X1) ∗ (X1 ∗X2 ∗X3 + X1 ∗X2 + X2 ∗X3 + X2)+ (X1 ∗X2 + X1) + (X1 ∗X2 ∗X3 +
X1 ∗X2 + X2 ∗X3 + X2).
Ñíîâà, èñïîëüçóÿ (J4), ïåðåìíîæèì ïåðâûå äâå ñêîáêè è óñòðàíèì ïîâòîðåíèÿ ïåðåìåííûõ â
êîíúþíêöèÿõ:
Φ ≡ (X1∗X2∗X3+X1∗X2+X1∗X2∗X3+X1∗X2∗X3+X1∗X2+X1∗X2∗X3+X1∗X2+X1∗X2)+
(X1 ∗X2 + X1) + (X1 ∗X2 ∗X3 + X1 ∗X2 + X2 ∗X3 + X2).
Óïðîñòèì ýòó ñóììó, èñïîëüçóÿ ýêâèâàëåíòíîñòè: X+X ≡ 0 è X+0 ≡ X. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì
ìíîãî÷ëåí Æåãàëêèíà
P (X1, X2, X3) = X1 + X2 + X2 ∗X3 + X1 ∗X2 ∗X3,
ýêâèâàëåíòíûé èñõîäíîé ÄÍÔ Φ.

Åñëè ôóíêöèÿ f(X1, . . . , Xn) çàäàíà òàáëè÷íî, òî äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåàëèçóþùåãî åå ìíîãî-
÷ëåíà Æåãàëêèíà ìîæíî ïðèìåíèòü ìåòîä íåîïðåäåëåííûõ êîýôèöèåíòîâ.

Ñîïîñòàâèì i-îìó íàáîðó çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ σi = (σ1
i , . . . , σn

i ) â òàáëèöå ïîëîæèòåëüíóþ
êîíúþíêöèþ Ki =

∧
σj

i =1 Xj ïåðåìåííûõ, ðàâíûõ 1 â ýòîì íàáîðå. Â ÷àñòíîñòè, K1 - ïóñòàÿ
êîíúþíêöèÿ, K2 = Xn, K3 = Xn−1, K4 = (Xn ∗ Xn−1). è ò.ä. Òîãäà äëÿ ïîëó÷åíèÿ íóæíîãî
ìíîãî÷ëåíà Æåãàëêèíà äîñòàòî÷íî îïðåäåëèòü âñå êîýôôèöèåíòû αi, i = 1, . . . , 2n, â âûðàæå-
íèè
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f(X1, . . . , Xn) = α1 ∗K1 + α2 ∗K2 + . . . + α2n ∗K2n ,
Ïîäñòàâëÿÿ â ýòî ðàâåíñòâî çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ èç íàáîðà σi, i = 1, . . . , 2n, ìû ïîëó÷èì

2n ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî 2n íåèçâåñòíûõ êîýôôèöèåíòîâ αi. Ðåøèâ ýòó ñèñòåìó,
ïîëó÷èì òðåáóåìûé ìíîãî÷ëåí Æåãàëêèíà. Ýòà ñèñòåìà òðåóãîëüíàÿ è ëåãêî ðåøàåòñÿ �ñâåðõó-
âíèç": êàæäîå αi îïðåäåëÿåòñÿ ïî çíà÷åíèÿì α1, . . . , αi−1 èç óðàâíåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî
íàáîðó σi.

Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà ôóíêöèþ f(X1, X2, X3), çàäàííóþ ñëåäóþùåé òàáëèöåé.

X1 X2 X3 f(X1, X2, X3)
0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0
0 1 1 0
1 0 0 1
1 0 1 0
1 1 0 0
1 1. 1 1

Ìíîãî÷ëåí Æåãàëêèíà äëÿ íåå (êàê è äëÿ ëþáîé ôóíêöèè îò 3-õ ïåðåìåííûõ) ïðåäñòàâëÿ-
åòñÿ â âèäå
p(X1, X2, X3) = α0 + α1 ∗X1 + α2 ∗X2 + α3 ∗X3 + α12 ∗X1 ∗X2 + α13 ∗X1 ∗X3+

α23 ∗X2 ∗X3 + α123 ∗X1 ∗X2 ∗X3

Â ýòîì ïðåäñòàâëåíèè â èíäåêñàõ ó êîýôôèöèåíòîâ α ïåðå÷èñëåíû ïåðåìåííûå, âõîäÿùèå â
ñîîòâåòñòâóþùèå êîíúþíêöèè.

Ïîñëåäîâàòåëüíî ïîäñòàâëÿÿ çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ è f èç òàáëèöû, ïîëó÷àåì:
p(0, 0, 0) = α0 = 1;
p(0, 0, 1) = α0 + α3 = 0 ⇒ α3 = 1;
p(0, 1, 0) = α0 + α2 = 0 ⇒ α2 = 1;
p(0, 1, 1) = α0 + α2 + α3 + α23 = 0 ⇒ α23 = 1;
p(1, 0, 0) = α0 + α1 = 1 ⇒ α1 = 0;
p(1, 0, 1) = α0 + α1 + α3 + α13 = 0 ⇒ α13 = 0;
p(1, 1, 0) = α0 + α1 + α2 + α12 = 0 ⇒ α12 = 0;
p(1, 1, 1) = α0 + α1 + α2 + α3 + α12 + α13 + α23 + α123 = 1 ⇒ α123 = 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ f(X1, X2, X3) ïðåäñòàâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì Æåãàëêèíà

pf (X1, X2, X3) = 1 + X3 + X2 + X2 ∗X3 + X1 ∗X2 ∗X3.
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