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����������� �	 ����� A � ��� �	�
����� 
��������� ���
����� ������	�
	��� ���	������ �H�� �����
� � ��� �����
� ����

a1 ∧ a2 ∧ ... ∧ ar → b,

��� ai, b ∈ A� H������
� φ ��
����� �
�������� �	�
����� H������
 F,
��
� 	� ������ 	�����  	���	�! ������		�� � A" 	� ������� ����		� ���
�����
� � F " ����		� � φ ������ ��� ��� 	����� ��� F |= φ��

��
���	� ��	�
�� �
� H�������
 φ �����
�� �����
���� �	����
�
 H�
������ F 
���
 � 
����� 
���
� ����
 ������


(
∧

ψ∈F
ψ ) → φ (∗)
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��	�� ������		�� !
��� 
�����
��		�
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�		��"�


����� �	 #���
��� ��� �����
��	���

#���$� ������� �������
 �������� �� ������� ������� �� 
�����
��		��
��
�		��
� �����
�� �����
 ����	��� % ���
	�� 	
� ��
�� 

��� �������� �
����$�& ���
���	�� 

���'�  	
��	�� 	
 ���� 	
���
� ������		�� ��
�
����
��� 	� �
��

�
 ��� ��� ������ � 	���������� ����
�
�� ������		��� # 
� ��
����� �� �	���� ��
�
�������  
�
�
� ����� ���������� �
�
��
��� ��������
�
�� ��
	���� ��
 ��
�
��� �
� ��� ��

	����	�� 
�����
��		�� ��
�		��
�
������ ���
 !(" ���� �
� 
� �� �
���� ���  
�
�� �������� ������� F |= φ ���
H������� ����
�� ����
�� � ���	� )����
��	�� 
�����
�� �� ����&$�� ��
��*

� ��� ������ � ��
	��� � 
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� ����
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�����
� �� ��*�	��� �� � �
���
�� ��	��� � �	
����	�� ������
��	�� H������� �
����
���  
�
�� � �� ���	��
� ���� ����
�
  
�
		��
������'�� ! 	
���
 
��
���" � 	���
����� �	����
�
 �����	�� ������
��
!
��
���� �����"�

-��
�  
�
	� 	���
���� �	����
�� A = {a1, a2, . . . , aN} ���	 
��
��� !����
���
��� ����� � 
���" � ����
�� 	���
���� �	����
�� F 
��	����������� ����
'����� !���� ����
�"� ������
&$�� �� ���	��
� ������	�� ��	�� �������

�� � ������� .
���� 
��	����������� ���'��� t ∈ F  
�
�
�� �	����
���
Lt ⊆ A �����	�� ������
�� !������" )
��� ���'���
 � �� ���
���&$�� ����
���
�� bt ∈ A� 
��� ���'��� t �� �����
 � �����	�� ������
�� Lt ������
� ����
���
 bt � ��� ������ /����  
�
�

� 
��	����������� ���'��� � ���� t : Lt → bt�
-�����
� ������		�� � ��	�� ���'����� ����
 �
��� ������ ��

��� � ������
���'���
�� $����� ��
���	�� ������%�� ���
��
 � 
��� �
��� ����	�
� ��  
�
�
		��� 	
���� �����	�� ������
�� X ⊆ A � �� ���
���&$��� ������
�
y ∈ A ���	� �� � ����$�& 
��	����������� ���'����� � F ������
� �����
y �� ����	�� ������

� � X � !0��	� ����$�
� )
�  
�
�� � �
���

���

�
�� ���	��
� ������	�� �� X 	���
����� �	����
�
 �� ���
���&$�� �������

�� Y ⊆ A�"

����� �	 -��
� A = { ������" �
�!" ��� ��" ������" ����
�" ��	�" ��
�"

���	�" ���&�" ���
� }� 0	����
�� 
��	����������� ���'����� F = {t1, t2, t3,
t4, t5, t6}  
�
�
�� ���
��
�
��&$��� �	����
�
�� ������ � ��������

�



t1 : { ������" �
�!" ��� ��} → ���
�
t2 : { ������" ��� ��} → ��
�
t3 : { ������" �
�!" ����
�} → ��	�
t4 : { ���	�" ��
�" ���&�} → ����
t5 : { ������" ��	�" ������} → ���	�
t6 : { ������" ��� ��} → ���
�
1
����
��� ��� )
�� ���
��� 
��	����������� ���'�����  
�
�� ������	��
���� �� �����	��� �	����
�� '������" �
�!" ��� ��" ����
�" ������" ���&�(�
��
���	� ��	�
�� �
� )

  
�
�
 ��*
�
�� ������
���	� � ����$�& �����&�
$�� '������ ���'�����, t3; t5; t2; t4� 2���
��
���	�� � t3 �����
&
�� ��	�� ���

���� ������ �&
�� � t5 ��� ������	�� ���	� � t2 ���� ����
�� ��
�� 
  

��
���� ����		�� �
	�� ���	�" ��
�" ���&� ������ �&
�� � t4 ��� ������	��
�� ���



 �����

-������	��� �
� �� 
��
�
�������� �
 �������
��		�� �'�	�� �����	�� �
���� ������� ������
�� � ���

��� �
� �	� �����
 �
&
�� 	
 ����� � ���� ���
��
�� � �������
��� ���


��	�� ��� ��������	�� 3������3����  
����
����
���'������

-��
���� ����
��	�& ������  
�
�� � ���� ����
�� � ����$�& �������
�������

/���� �
���

���

� A �
� �	����
�� ������� ������		��� .
����� ����
'���� t � �
�
��
�
�� Lt = {a1, . . . , ar} � bt �����

��� �����&$�&H��������
Φ(t) :

a1 ∧ a2 ∧ ... ∧ ar → bt.

�
������� ���'���� t5 � 	
*��� ������
 ���
��
�
���
 ������
 Φ(t5) :

������ ∧ ��	� ∧ ������ → ���	�.

4���
	�� ��� �	����
�
H�������� ���
��
�
��&$�� ���'���
�� ��� 	
��	��
F.

4��
������
 �����&$
� 
�����
� ��
��
� ���
 ��
�
� �
�  
�
�
 � �� ����
	��
� ������	�� ������'�� �  
�
�
 � �����
��� � �	����
�
 H������� )��
���
��	
	��

������� �	 #
� 
)��� �	�
����� ��������� A" �	�
����� ���	�
������
���� ���%����� F " �	�
����� �����	�� ��������� X ⊆ A � �� �
�����)*���
�������� y ∈ A  ����� ��
���	�� �������� y �� ����	�� ��������� � X �
����*�) ���%����� � F �� ��&��� ����� � ��
��� �����" ����� F |= φX → y"
��� φX =

∧
a∈X a �

��������������	 =⇒ -����������� �
� � ����$�& ���'����� � �	����
�
�
 F = {t1, . . . , th} � �	����
�
 �����	�� ������
�� X ���	� ������
� y.
-��
� τ = ti1 , . . . , tim � )
� ��������

���	��
� ���'����� � F � ��
��
� ������
��
 � ������	�& y. 2��
���� �
� 
���
 F |= φX → y� 1
����
��� ���� �����
	�� 	
���  	
��	�� ������		�� σ̄ = (σ(a1), . . . , σ(an)), 	
 ��
���� ��
�		�
��� ������� � F � 5��� ��
� �� ��� ��	�� ������		�� aj ∈ X ��  	
��	��
σ(aj) = 0� 
� ������
 φX → y ��
�		
� ��������� �� ���
� �
�
� ���	
� -����
������� 
������ �
� ��� �&��� ������		�� aj ∈ X ��  	
��	�� σ(aj) = 1.

6���
 �	���'��� �� 	����� ir ���'���
 tir � τ ���
���� �
� �
� ��
�
���� r = 1, . . . ,m  	���	�� �����������)*�! �� �
�����)*�! ������		�!
σ(bir ) = 1�
2���
��
���	�� ��� r = 1 � �����	����
� ���'���
 ti1 ������
� �
� Li1 ⊆ X �
	� 
���
 σ(a) = 1 ��� �&��� ������		�� a ∈ Li1 � ���
� �
�
� ������
'��

�



Φ(ti1) ��
�		
 	
 	
���� σ̄� �� 

� �
� � ��� ������
 Φ(ti1) ��
�		
 	
 σ̄� 
� �
��  
��&��	�� bi1 
��� ��
�		� 	
 σ̄� 
��� σ(bi1 ) = 1� -��
� 
����� ��� 	���
��
���� k > 1 σ(bir ) = 1 ��� r < k� 2��
���� �
� � σ(bik) = 1� -�������� ���'���
tik �����	�� ����� ���'����� ti1 , . . . , tik−1 � 
� Lik ⊆ X ∪ {bir | r = 1, . . . , k− 1}�
6���
 ��� ������		�� � Lik ��
�		� 	
 σ̄ �� ������

���	�� σ(bik ) = 1� % 
���
 
		��� �
������	�� ������
� �
� σ(bih) = 1. �� 

� �
� ��������

����
	��
� τ �������
 � ������� y� 
� bih = y �� ������

���	�� σ(y) = 1. �� 
���

������
 φX → y ��
�		
 	
 σ̄ � ������� F |= φX → y �����	�	��

⇐= -���������� 
������ �
� �����	�	� ������� F |= φX → y� ���*��
���
���	�� ��������

���	��
� ���'����� τi� ��
��
� �������
 � ���� ����
��
y� ��	������		� � ��������

���	��
�& τi ����� �
���
� ��������

���	��
�
�	����
� ������
�� Xi� ��
���� ���	� ���� ���
�� ������ � X � ����$�&
τi� -��'����
 ���
���	�� ��������

���	��
� τi  
���*
�
��� �
� 
����� � 	��
���&�
�
�� 	���
���� ���'��� � �� ���


�� y ����� ����
 	
 ������	�� )

��
� Xi 	� ���
���&
�� 	���� )����	
��

-��
� X0 = X � -������ τ1 = {t ∈ F | Lt ⊆ X0} � X1 = X0 ∪ {bt | t ∈ τ1}�
-��
� ��� ��������	� τi � Xi� -������ τ ′i+1 = {t ∈ (F \ τi) | Lt ⊆ Xi}�
Xi+1 = Xi ∪ {bt | t ∈ τ ′i+1} � τi+1 = τiτ

′
i+1 ! ���'���� �	�
�� τ ′i+1 ����������
�

&
�� � ���� ����	�� �������"� +

 ���'����
 ���
���	�� τi � Xi  
���*
�
��
	
 

��� i� ��� ��
����� ������� y ∈ Xi ��� Xi = Xi+1� -�	�
	�� �
� � ������
����
� ��������

���	��
� ���'����� τi �������
 � ���� ����
�� y� -��
����
�
� �
���� ����
� 	� ����
 ��
� �����	�� ��

	����� 2���
��
���	�� �������
������ �
� ���'����
  
���*��
�� ����� )

�
 i � Xi = Xi+1� 	� y /∈ Xi� -��
�
���� �
� 
���
 ��$��
���
 	
���  	
��	�� ������		�� σ̄ = (σ(a1), . . . , σ(an)),
	
 ��
���� ��� ������� � F ��
�		�� 
 ������
 φX → y ���	
� -������
σ(a) = 1 ��� a ∈ Xi � σ(a) = 0 ��� a /∈ Xi. 7�	�� �
� ��� �
����� a ∈ X  	
�
��	�� σ(a) = 1� 
 σ(y) = 0� 
��� ������
 φX → y 	
 	
���� σ̄ ���	
� .
��
�
������
 Φ(t) ��� t ∈ τi ��
�		
� ��������� bt ∈ Xi �� ������

���	�� σ(bt) = 1�
8��	�� ����
 �� ��
 

��� ��*� 

�
� ������
 Φ(t)� � ��
����  
��&��	��
bt /∈ Xi. �� ��� 

���� ���'���
 t ��� 

���	� ����
�� ������
 a ∈ Lt� ��
��
��� 	� �����
 � Xi !�	
�� �� bt ���
�� � Xi+1 � ���'����
 	� ��

	����
��
	
 i��� )

��"� 2�� )
��� a  	
��	�� σ(a) = 0� �� 
���
 ������� ������
'��
Φ(t) ���	� 	
 σ̄� 
 ��� ������
 Φ(t) 	
 	�� ��
�		
� 6
��� ���
 ��� �� ����
*�� � ���
�������&� ��
���� ���
 ��
�
� �
� y ∈ Xi � ���'��� τi �������
 �
���� ����
�� y� �


����� �	 #���
���" ��� ���
�������
�	���� ���%����� τi � ���� ���
��
���� ������� + ������
�	� �������	�" ���� ��� �����	�� �������� ��
����
���%���� � ���! ���
�������
�	���� ���)��� ����� ���  ��������

0��	� �� ���
���
� )����
��	�& ���'������ �������&$�& �
 ��*����
�
 
�
�� � ������'�� ��� !�
� 
� �� �
���"  
�
�� � �����
��� ��� H�������9
-��'����
� ����
		
� �� �
���� �
�
� ���
 

����
�
 
������ :� �����
��
��	���� ��� �����&$��� 
�����
�
� ��
���� �
���
 �	����
�� ���� �������

��� ��
���� ���	� ������
� � �����	�� � ����$�&  
�
		�� ���
��� 
���
	����������� ���'������

�������� ������ ������� �� ������ ������ ����� ��� ������
�����!

-��
� F � �	����
�� 
��	����������� ���'������ X ; �����	�� �	����
��
������
��� ���������  
���
	�� X � ����$�& F �
�

Cl(X,F ) = {y | (y ∈ A) � (F |= φX → y)}�
�



# �������		�� 	��� 
�����
�� ������		�� 46<1=5 � ��#=5 � )
� �	��
���
�
 ������
�� !��
�		�� ������� ������		��"�

�������� 
�"#$�%&'�()*!

:� 46<1=5 := ∅; ��#=5 := X ;
>� 
�$� ��#=5 
= 46<1=5 +#
�,%-�.
?� @ 46<1=5 := ��#=5A
B� �,- $�/��0� ���'���
 t ∈ F +#
�,%-�.
C� '1,& Lt ⊆ ��#=5 �� ��#=5 := ��#=5 ∪{bt};
D� +1'2
�$�A
E� ����3��!��#=5"�

�������� 
�����+�����()4)*!
:� Z := F<0=.<�%5(X,F )A
>� '1,& y ⊆ Z �� ����3��!32<3" &%�5' ����3��!3�563"�

������� �	 ,
������ $,-./,012�3"4� �� ���*��� �	�
����� Cl(X,F )"
� �
������ ������5�
	��3"6"4� ������ ����� 7#,7����� � ��
��� �����"
����� F |= φX → y�


����� 6	 #���
��� ������� 8�

1
����
��� �
��
� 
�����
�
 F<0=.<�%5!G�H" 	
  
�
�� ������	�� ���
�� �� �����	��� �	����
�� '������" �
�!" ��� ��" ����
�" ������" ���&�( � 
-�����
 :� # �����&$�� 

���'� ���
 
	� *
�� 
�����
�
� 	
 ��
���� � �
��	�&
��  	
��	�� ������		�� 46<1=5 � ��#=5� # ������ �
���'� )
��


���'� ��
 
	 	���� ���
��
�
��&$�� �
���� 
�����
�
� ����� �
���� C �
�����
� ��
 
	 
�
 ���'���� ��
���� �������
 � �������	�& �	����
�
 ���
#=5�

4
�� 46<1=5 ��#=5
: ∅ ������" �
�!" ��� ��" ������" ���&�"

����
�" ���
�
? ������" �
�!" ��� ��" ������" ������" �
�!" ��� ��" ������" ���&�

���&�" ����
� ����
�
C (t1) ; I ; ������" �
�!" ��� ��" ������" ���&�"

����
�" ���
�
C (t2) ; I ; ������" �
�!" ��� ��" ������" ���&�"

����
�" ���
�" ��
�
C (t3) ; I ; ������" �
�!" ��� ��" ������" ���&�"

����
�" ���
�" ��
�" ��	�
C (t5) ; I ; ������" �
�!" ��� ��" ������" ���&�"

����
�" ���
�" ��
�" ��	� " ���	�
? ������" �
�!" ��� ��" ������" ������" �
�!" ��� ��" ������" ���&�"

���&�" ����
�" ���
�" ��
�" ����
�" ���
�" ��
�" ��	�"
��	�" ���	� ��	�" ���	�

C (t4) ; I ; ������" �
�!" ��� ��" ������"
���&�"����
�" ���
�" ��
�"

��	� " ���	�" ����
? ������" �
�!" ��� ��" ������" ������" �
�!" ��� ��" ������" ���&�"

���&�" ����
�" ���
�" ��
�" ����
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���� ��
�
���
�	��� ������ 	� ������ ���
�������
�	����
���%�����" �������*�) � y� 1 ��	��� �
������ $,-./,012�3"4� ���"
����� �� ��� �� �
����� �
� 
)���� �������� a ∈ Cl(X,F ) ��
	� ��
�
��������� ���
�������
�	���� ���%�����" �������*�) � a�
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��	����������� ���'����� ! ��� ���� ����
�
���" ����! ���%��� t" ������! �� 	����� �����	�� ��������� Lt ���� ���
��� 	�������� �	�
����� ��������� Bt �� 	� ���	 ������� bt�� 9���*���
�
������ $,-./,012�3"4� ���" ����� �	 �����
  �����	�� X ��	����
��
�	� ������� �
�
	�� ���	�
��������� ���%����� F �

�����


��� 
�����
�
 F<0=.<�%5!G�H" �����
�� 
�� �
� 	
 �
����
�
��
'�� ��	��	��� '���
 � �
���
� >�D � �
���� B �������
&
�� ��� ���'���
��� �
�� ��� �
�
��

�*��� 
 � �
���� C 	
 ������	�� � ��#=5 �������&
��
��� )����	
� Lt �
�� 
�� ������	�� ��
���� � ��#=5 ��� ���� ��

	����	�
	
 �������$�� �
��
'���� ���� �������	 ����� )����
��	�� 
�����
� ���
���
���	��  
���
	��� �
 )

�� �	�'�
�� 
'�� � 	�� ��� �
����� ���'���
 t
������
��
�
�� ����� )����	
�� � Lt � ����$
�
�� � ������ �
����
 4J56[t]�
����� 
���� ��� �
����� a ∈ A �� �
�
�� ������ 4-%4�.[a] !	������" ����
'������ �� ����� !����� �
�
�" ��
���� �����
 ������
 a� 2
��� � ��	��	��
�
�
� 
�����
�
 ��� �
����� ������

 a � �	����
�
 ��#=5� ���
 �	
�
��
����$
�
�� X � � �
����� ���'���
 t� � ������� ��
����� �����
 a� � 4J56[t]
����

�
�� :� 5��� 4J56[t] �

	���
�� �
�	�� K� )
� � 	
�
�
� �
� ��� �������

� � Lt ��� ������	� � 
���
 ��� �� ���


 bt ���
����
�� � ��#=5� ����
��� 

� �
	�� 	� ����� 2�� �����
 

��� t ������ ��
�� 4-%4�.[a]� #� �	��
���
�� �/��#< ��
	�
�� ��� ������		�� ������
� � ��#=5� ��
����
�$� 	� ������ ��
���� ���  
����
 	���� ���'������ 0	����
�
 ������
��
��#=5 � �/��#< ��
�� �&
�� ���������� �
����
�� ���	� |A|� ���	�'�
��
���� ��L���	�	� � �������
�������� 9������
���������()*!

M" %	�'�
�� 
'��,
:� �,- $�/��0� ���'���
 t ∈ F +#
�,%-�.
>� @ 4J56[t] := |Lt|A
?� �,- $�/��0� a ∈ Lt +#
�,%-�.
B� ���
��
� t � 4-%4�.[a]A
C� N A
D� ��#=5 := X A �/��#< := X ;
MM" #������	��,
E� 
�$� �/��#< 
= ∅ +#
�,%-�.
O� @ ����

� a ∈ �/��#<A �/��#< := �/��#< \{a}A
P� �,- $�/��0� t ∈ 4-%4�.[a] +#
�,%-�.
:K� @ 4J56[t] := 4J56[t] − 1;
::� '1,& 4J56[t] = 0
:>� ��
:?� '1,& bt /∈ ��#=5
:B� �� @ ��#=5 := ��#=5 ∪{bt}A
:C� �/��#< := �/��#< ∪ {bt} N
:D� N
:E� N A
:O� ����3��!��#=5"�
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 ����

��&$�� �������� -��
� A = {a, b, c, d, e, f, g, h}� 
 �	����
�� F ���
��
 � 
�����&$�� D ���'�����,
(1) a, b, c, h → d; (3) g, b→ e; (5) f, e→ d;
(2) b, c, d→ a; (4) e, f → c; (6) b, f → g.
-��
� X = {b, f},
6���
 ��� �	�'�
�� 
'�� ����
 ���
���	 �
���� 4J56 = [4, 3, 2, 2, 2, 2] �

�����&$�� ������,
4-%4�.[a] = (1) 4-%4�.[e] = (4, 5)
4-%4�.[b] = (1, 2, 3, 6) 4-%4�.[f ] = (4, 5, 6)
4-%4�.[c] = (1, 2) 4-%4�.[g] = (3)
4-%4�.[d] = (2) 4-%4�.[h] = (1)
0	����
�
 2�/<#.< � ��#=5 ����
 �	�'�
�� ����
	� � �
�� D ������

����� �
����
�� K:KKK:KK � : 	
 ���

�� ���
��
�
��&$�� ������

� b � f.
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���)*�! �������  ����
�������! F :
1) a, b, c→ h; 3) e, f → c; 5) g, d→ e;
2) a, c, d, g → h; 4) f, a→ d; 6) d, f, a→ g.
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