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Введение 

Среди глобальных характеристик счетных элементарных теорий давно 
уже рассматривают такие, как разрешимость или, более тонко, алгоритми­
ческая сложность теории в той или другой иерархии сложностей. С другой 
стороны, теории можно делить на категоричные в несчетных мощностях; 
суперстабильные, но не категоричные; стабильные, но не суперстабильные; 
нестабильные. 

Одной из глобальных характеристик теории является также класс 
систем, экзистенциально замкнутых в этой теории. Грубо говоря, система 
называется экзистенциально замкнутой в теории 7\ если эта система изо­
морфно вкладывается в некоторую систему теории Т и если всякая конечная 
совокупность формул, каждая из которых является либо атомной, либо отри­
цанием атомной, с константами из этой системы, имеющая решение в неко­
тором Г-расширении этой системы, имеет решение и в самой этой системе. 
Более формальное определение приведено в § 2. 

Экзистенциально замкнутые системы — алгебраически замкнутые по­
ля — издавна играют важную роль в теории полей и плодотворно исполь­
зуются в алгебраической геометрии. В последнее время П. Кон связывает 
изучение этого понятия в теории тел с попытками создания некоммутатив­
ной алгебраической геометрии (см. [32]). Вместе с тем еще в 1951 г. В . Скотт 
в [58] ввел понятие алгебраически замкнутой группы, а Б . Нейман в [50] , 
обнаружил некоторые интересные свойства таких групп. Он же продолжил 
эти исследования через двадцать лет в [52], а в работах [49], [51] изучал 
алгебраически замкнутые полугруппы. 
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Однако настоящий интерес к экзистенциально замкнутым системам воз­
ник после того, как в работах [26], [53] — [56] А. Робинсон разработал метод 
теоретико-модельного форсинга. Форсинг позволил строить генерические 
системы, а все они — экзистенциально замкнуты. Сразу возникший вопрос 
о числе генерических систем вызвал к жизни и вопрос о числе попарно эле­
ментарно неэквивалентных экзистенциально замкнутых систем. Возникли 
понятия форсинг-компаньона и другие, в какой-то мере связанные с понятием 
экзистенциальной замкнутости. Подобным вопросам сейчас уже посвящено 
много работ. Это, в частности, работы [23], [24], [27] — [30], [34] — [37], 
[40], [43], [57], [59], [61] - [63], [65], [68], [71] - [74]. 

А. Макинтайр в работах [45], [46] впервые применил форсинг для построе­
ния алгебраически замкнутых групп. Он же в [47] и У. Уилер в [67] исполь­
зовали форсинг в теории тел, а Дж. Гиршфельд в [42] — в арифметике. 
М. А. Тайцлин изучал с помощью форсинга экзистенциально замкнутые 
системы в коммутативных полугруппах ([18], [20]), регулярных коммутатив­
ных полугруппах ([18], [21]), а М. А. Тайцлин в [19] и Г. Черлин в [60] — 
в коммутативных ассоциативных кольцах. Дальнейшее продвижение в изуче­
нии алгебраических замкнутых групп с помощью форсинга содержится в рабо­
тах О. В. Белеградека [2] — [5], полугрупп — в работах В. Я. Беляева 
[6], [8]. 

Некоторую неудовлетворительность при изучении упомянутых работ 
вызывало то обстоятельство, что аналогичные результаты в различных 
теориях доказывались с использованием специфических средств. Поэтому 
принципиально важной стала работа М. Ю. Трофимова [22], где впер­
вые были выделены некоторые общие условия, при выполнении которых 
все арифметические подсистемы становятся определимыми в классе эк­
зистенциально замкнутых систем. Нужно, однако, отметить, что в [22] име­
ются ссылки на неопубликованные рукописи О. В. Белеградека и В. Я. Бе­
ляева. 

Нами выделен некоторый класс теорий, удовлетворяющих естественным 
и сравнительно простым теоретико-модельным условиям. Это позволило полу­
чить известные и ряд новых (даже для алгебраически замкнутых групп) 
результатов единым методом, тогда как раньше доказательства существенно 
использовали специфику групп, тел, полугрупп. 

Мы собирались сделать изложение по возможности понятным многим 
математикам. Это, однако, привело к необходимости предварить основной 
материал вспомогательными параграфами. Некоторым оправданием для нас 
является то, что материал этих параграфов имеет и самостоятельный интерес. 

Работа состоит из 9 параграфов. 
В § 0 мы кратко напоминаем нужные в дальнейшем сведения из теории 

рекурсивных функций. Хотя почти все это имеется в книге [17], связное 
изложение позволит.читать нашу статью и тем, кто не изучал книгу [17]. 
§ 1 содержит описание некоторых неэлементарных логик и их эквивалент­
ности. § 2 посвящен теоретико-модельному форсингу, который находит 
теперь применение в теории моделей. § 3 является главным в работе. Здесь 
содержится определение богатой теории и теоремы о свойствах таких теорий. 
Главный новый результат здесь — теорема о том, что класс тг-порожденных 
систем является элементарно определимым в классе экзистенциально замкну­
тых систем тогда и только тогда, когда он конечно аксиоматизируем в сла­
бой логике порядка со. §§ 4—7 содержат примеры богатых теорий. Наиболее 
существенные новые результаты здесь — это то, что богатыми являются 
теории инверсных полугрупп и ассоциативных колец. § 8 содержит спи­
сок открытых вопросов. Этот список показывает, что дальнейшее изу­
чение экзистенциально замкнутых систем представляется интересным за­
нятием. 



О СВОЙСТВАХ ЭКЗИСТЕНЦИАЛЬНО ЗАМКНУТЫХ СИСТЕМ 4 1 

Наши занятия этой темой во многом были определены решающим влия­
нием работ Олега Вильгельмовича Белеградека и бесед с ним. Мы благодар­
ны О. В. Белеградеку также за то, что он внимательно прочитал рукопись 
и высказал много полезных замечаний. 

§ 0. Аналитическая и арифметическая иерархии 

В этом параграфе мы приведем сведения по теории рекурсивных функций, 
которые нам понадобятся в основном тексте. Почти во всем мы будем следо­
вать книге X. Роджерса [17]. Предполагается, что читатель знаком с перво­
начальными понятиями теории рекурсивных функций. 

Множество натуральных чисел {0, 1, 2, . . .} мы обозначаем буквой N. 
К(х, у) есть универсальная функция Клини, т. е. такая частично рекурсивная 
функция двух переменных, что для любой одноместной частично рекурсив­
ной функции г|) найдется такая х, что я|) есть ХуК(х, г/), т. е. К(х, у) при фикси­
рованном х как функция от у. Функция ХуК(х, у) обозначается через (рх, 
а ее область определения — через Wx. Семейство {Wx \ x £ N} является 
семейством всех рекурсивно перечислимых множеств. Мы фиксируем неко­
торую общерекурсивную функцию х, отображающую одно-однозначную 
N X N на N. Образ пары чисел (х, у) при этом отображении мы обозначаем 
через 

х(#, у), к{к(х1, . . ., д;7г_1), хп) = >ц#1, . . ., хп). 

Фиксируем также следующую эффективную нумерацию всех конечных под­
множеств множества N. Множеству D = {хг, . . ., хп} с попарно различными 
хг, . . ., хп сопоставляем номер и = 2х* + • • . + 2Хп, а само D обозна­
чаем через Du. Пустому множеству 0 присваиваем номер 0. Ясно, что эта 
нумерация устанавливает одно-однозначное соответствие между N и множе­
ством всех конечных подмножеств N. 

В нашем дальнейшем изложении существенную роль будет играть отно­
сительная рекурсивность. Если А — некоторое подмножество Лг, то рекур-
сивность функции / относительно А означает существование алгоритма, 
состоящего из конечного числа инструкций и вычисляющего /, но в процессе 
вычисления могут встречаться шаги, на которых для некоторых уже вычис­
ленных натуральных чисел п задается вопрос о том, принадлежит ли п к А, 
и в зависимости от ответа вычисление продолжается по тому или иному пути. 
Такой алгоритм мы называем обобщенным алгоритмом с оракулом А. Заме­
тим, что само описание алгоритма от множества А не зависит, для одних 
и тех же инструкций с изменением А меняется и вычисляемая функция. 
Сейчас приведем формальное определение. 

Фиксируем общерекурсивную функцию p(z) со свойствами: 
(i) для всех z множество W9iz) удовлетворяет уловиям: 
а) если х(я, г/, и, и) 6 Wg{z), то Du [\DV = 0 ; 
б) если х(#, ух, иг, vx) и к(х, у2, и2, v2) из Wp(z) и х(я, уг, и1ч vj Ф 

ф к(х, z/2, и2, i;2), то либо DUl () Ощф 0, либо Du% П DVl ф 0 ; 
(ii) для всех z, если Wz удовлетворяет условиям а) и б), то Wpiz) = Wz. 
Чтобы задать p(z), нужно равномерно по z каждый алгоритм перечисле­

ния Wz переделать в алгоритм перечисления WQ{Z). Эта процедура заклю­
чается в том, что перебирая Wz, мы пропускаем элементы х(х, г/, и, у), кото­
рые либо не удовлетворяют условию а), либо с некоторым из уже перечислен­
ных к(х\ у', и\ v') не удовлетворяют условию б). 

Для А ^ N и z £ N определяем функцию ф^, полагая 
<Р?(х) = У <=> (Зи)(Зи)Ы(х, у, и, v) 6 Wp{z) /\ Da ^ A /\ Dv ^ A], 

где А — дополнение А до N. 



42 В. Я. БЕЛЯЕВ, М. А. ТАЙЦЛИН 

Функция if> называется А -частично рекурсивной, если о|) есть ф^ для 
некоторого z. Если при этом г|э всюду определена, то г|) называется Л-общере­
курсивной. Мы говорим также, что я|) частично рекурсивна (общерекурсивна) 
относительно А. В определении ф^ число z можно понимать как код обоб­
щенного алгоритма с оракулом А для вычисления ф^. Для данного z по про­
извольному х мы можем определить последовательность шагов вычисления 
(р£(х) (начинаем перебирать Wpiz) и для элементов вида к(х, у, и, v), встре­
чающихся при этом, проверяем с помощью оракула условия Du g i n D D 9 
^ А). Каждый шаг в этой последовательности получает свой номер, и если 
окажется, что ф^ (х) = г/, то мы скажем, что для некоторого числа w «у^(х) 
вычисляется на шаге w и принимает значение у». 

Пусть А и В — множества натуральных чисел. Говорим, что А рекур­
сивно относительно В или что А сводится по Тьюрингу к В, и пишем А ^ ТВ, 
если характеристическая функция множества А является 2?-общерекурсив-
ной. А называется рекурсивно перечислимым относительно В, если А пусто 
или существует 5-общерекурсивная функция / такая, что f(N) = А. С интуи­
тивной точки зрения А рекурсивно относительно 5 , если существует обоб­
щенный алгоритм с оракулом В, дающий для любого х £ N за. конечное число 
шагов ответ на вопрос, лежит ли х в А, и А рекурсивно перечислимо отно­
сительно В, если существует обобщенный алгоритм с оракулом В, перечис­
ляющий в некотором порядке все элементы множества А. В дальнейшем при 
доказательствах относительной рекурсивности или рекурсивной перечисли­
мости мы будем ограничиваться приведением неформального алгоритма. 
Разумеется, все доказательства могут быть проведены и строго формально. 

Легко видеть, что отношение ^ т на множестве всех подмножеств N 
рефлексивно и транзитивно. Для А £= N и В <= N положим А = ТВ, если 
А ^ ТВ и В ^ ТА. Тогда = т есть отношение эквивалентности на множе­
стве всех подмножеств N. Классы эквивалентности по этому отношению назы­
ваются тьюринговыми степенями. Если а и Ъ — тьюринговы степени, то пи­
шем а <^ Ъ, если А ^ ТВ для А £ а л В £ Ь. Отношение ^ на тьюринговых 
степенях задает частичный порядок. Пишем a < b, если а ^ Ъ и а Ф Ъ. Сте­
пень, в которой содержится множество А, обозначим через d(A). 

Если А, В ^ N, то 

А © В = {2х | х е A} U {2х + 1 \х 6 В}. 

Легко проверить, что степень d(A © В) является точной верхней гранью 
степеней d(A) и d(B). Значит, отношение ^ . на множестве тьюринговых сте­
пеней является верхней полурешеткой. Точная верхняя грань степеней а и Ъ 
обозначается через a [j b. 

Через W^ обозначим область определения функции ф£. Легко видеть, 
что {W£\ х 6 N} есть семейство всех А -рекурсивно перечислимых множеств. 
Например, если z0 таково, что 

WZQ = {Ф, 1,2*, о) \хещ, 
то Wz = А для всех А. 

о 
Множество {х \ х £ W£} называется скачком множества А и обозначается 

через А'. Легко видеть, что А' рекурсивно перечислимо относительно А, 
причем алгоритм перечисления от А не зависит в том смысле, что существует 
такое z±J что Wtx = А' для всех А. Известно, что любое множество В, рекур­
сивно перечислимое относительно А, 1-сводится к А\ т. е. существует такая 
одно-однозначная общерекурсивная функция /, что х 6 В <=z- f(x) 6 А' для 
каждого натурального х. Если А ^ ТВ, то А' рекурсивно перечислимо отно­
сительно В и по предыдущему А' 1-сводится к В'. Это показывает коррект­
ность определения а' для тьюринговой степени а как d(Af) для А £ а. Легко 
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видеть, что а ^ а' и аф а!. Степень а называется скачком степени а. 

А<п+г) = ( 4 <*>)', а
(П+1) = (а(П))'. 

Йласс всех рекурсивных множеств образует одну тыорингову степень, 
обозначаемую через 0. Имеем строго возрастающую последовательность сте­
пеней 0, 0', . . . Через 0 (О) ) обозначается множество{%(х, у)\ х £ 0{у)}, а через 
0((0) обозначается d(0 ( (O)). Ясно, что СКП) < 0(со) для каждого натураль­
ного п. 

Фиксируем счетную сигнатуру, т. е. набор символов операций и преди­
катов с указанием их местностей, в которой для каждого п присутствует бес­
конечно много символов предикатов местности п и символов операций этой 
местности. Эту сигнатуру на протяжении этого параграфа мы обозначаем 
символом Q. Символы последовательности хъ х2, . . ., #п , . . . будут играть 
роль предметных переменных. Договоримся, что заключенный в скобки 
верхний индекс у сигнатурного символа указывает его местность. 

Арифметикой мы будем называть алгебраическую систему (N; 0, ' , + , •> 
сигнатуры (0, ', + , •>. Символы 0, ', + , • интерпретируются в арифметике 
как нуль и как обычные операции прибавления единицы, сложения и умно­
жения и предполагаются не лежащими в Q. Формулами арифметики мы 
будем называть формулы логики предикатов первого порядка сигнатуры 
(0, ' , + , - , Q). Формулами второго порядка арифметики будем называть 
формулы логики предикатов второго порядка, в которых допускаются кван­
торы существования и всеобщности по символам из й и по предметным пере­
менным, других кванторов нет, а сами эти формулы строятся по известным 
правилам из символов 0, ', + , •, а также символов из Q и логических символов. 
В частности, любая формула арифметики является формулой второго поряд­
ка арифметики. 

Мы фиксируем эффективную нумерацию всех формул сигнатуры 
( 0 / , + , - , 2 ) , которая описана в обзоре [10] на с. 43. Эта нумерация согла­
суется с нумерацией книги [12] (см. § 52) во всем, кроме номеров 0, ', + , - .Мы 
считаем для определенности, что 0, ', + , • есть соответственно ах, /х, /2 , / 3 и, 
значит, имеют номера 17, 21 и т. д. Материал, изложенный на страницах 
226—230 книги [12 ], совершенно не зависит о™ остального текста [12] и пред­
полагается известный 

Запись 
Ф(х±, . . ., xk; / t , . . ., п; i?x, . . ., i?s), 

где Ф — формула второго порядка арифметики, означает, что символы пере­
менных (предметных, функциональных, предикатных), имеющие свободные 
вхождения в Ф, содержатся среди хг, . . ., xk, Д, . . ., /z, i?1? . . ., Rs. 
Для этой же формулы выражение 

«Ф(а1? . . ., ak; g1? . . ., gb\ Аг, . . ., А8) истинно», 

где % , . . . , ak — натуральные числа, g±, . . ., gt — операции на натураль­
ных числах соответствующих местностей, a i l 5 . . ., As — отношения на на­
туральных числах соответствующих местностей, означает, что формула Ф 
истинна в арифметике при приписывании свободно входящим в Ф символам 
из последовательности хг, . . ., xk, /1? . . ., / ь R±, . . ., Rs значений 
аг, . . ., ak, gx, . . ., gh Аъ . . ., As соответственно. 

Через Nh обозначаем декартово произведение N на себя к раз, через 
Fk — множество всех к—местных операций на N, через Nk — множество 
всех подмножеств Nh. Говорим, что формула второго порядка арифметики 

Ф(хг, . . ., хк; /(**>, . . ., fy; Д<^>, . . ., fry) 
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определяет отношение 
А <= Nk X Fni X . . . X Fni X Nmi x . . . X Nms 

или что А определяется формулой Ф, если для любого набора 
{аг, . . ., ak; gl9 . . ., gt\ Аъ . . , As) 

тогда и только тогда 
Ф(аъ . . ., ak; g±1 . . ., gt; Аг, . . ., As) 

истинно, когда 
(а±, . . ., ak; gl9 . . ., gt; A±, . . ., As) 6 А. 

Отношение А называется аналитическим, если оно может быть определено 
формулой второго порядка арифметики, и арифметическим, если оно может 
быть определено формулой арифметики. 

Для того чтобы определить иерархию арифметических и аналитических 
отношений, нам понадобятся некоторые понятия и обозначения. Для функции 
/ из Nk в N (возможно, частичной) через х(/) обозначим множество 

{к(хг, . . ., xk, у)^(хг, . . ., xk) = у). 
Для А ^ Nk символом к(А) обозначим множество 

{xfe, . . ., xk)\(xx, . . ., xk) £A). 
Для 

x(gx) e . . . е K(gl) e к(Ах) е . . . е Х(А8) 
как сокращение используем 

gx® . . . е gi® Аг® . . . © А8. 

Функция ф, отображающая подмножество множества 

Nk X Fni X . . . X Fni X Nmi X . . . X Nms 

в N, называется частично рекурсивной, если существует такое число z, что 

Ф (ах, . . ., ak; gx, . . ., gt; Ах, . . ., А8) = Ъ 
тогда и только тогда, когда 

ф^ф.-.е^ФАхФ.-.Ф^^д^ . . ., ah)) = Ъ. 

Частично рекурсивная функция, отображающая все Nk X Fni X . . . X Nms 
в JV, называется общерекурсивной. Другими словами, ф частично рекурсив­
на, если существует алгоритм вычисления ф, который для входа ах, . . ., ah, 
gx, . . ., gh Ах, . . ., As производит строго детерминированные вычисления 
с натуральными числами, время от времени используя в качестве оракулов 
множества K(gx), . . ., n(gi), к(Ах), . . ., к(А8). Отношение 

A g= Nh X Fni X . . . X Fni X Nmi X . . . X Nms 

называется рекурсивным, если его характеристическая функция общерекур-
сивна. Известно, что любое рекурсивно перечислимое множество натураль­
ных чисел является арифметическим ([12]). Отсюда легко следует, что ариф­
метическим является любое рекурсивное отношение А на 

Nk X Fni X . . . X Nms. 
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При этом формула, определяющая А, эффективно находится по коду алго­
ритма, вычисляющего характеристическую функцию отношения А. 

Пусть 
V0 = 3 0 - { 0 } , Зп+1 = Зп{] {3™а | а 6 Vn, m 6 Щ, 

V n + i = V,U {V^a | a 6 3 n , m ^ } , 
где 3° и V° — пустое слово, a 3W + 1 есть 33 m , Vm + 1 есть VVm. Последова­
тельности вида (Qi^x) . . . (QsUs), гДе каждое Qtat является выражением 
одного из видов 3#/, VXJ, 3fj, Vjf/, 3i?7-, Vi? ;, а также пустую последовательность 
будем называть префиксами. Префикс называется 271(П71)-префиксом, если 
в нем содержатся лишь кванторы по предметным переменным и после вычер­
кивания переменных и скобок он принадлежит 3n(Vn). Е^ (Щ)-префиксом 
называется префикс, в котором после вычеркивания всех кванторов по пред­
метным переменным и всех символов переменных и скобок полученная 
последовательность кванторов принадлежит 3n(Vn). Из этого определения 
следует, что Е п (Пп)-префиксы являются как EJ—префиксами, так и Щ-пре-
фиксами. Формула арифметики Ф называется Е п (Пп)-формулой (услов­
но Е п (Пп)-формулой), если она имеет вид ((^о^) . . . (Qsa8)W, где 
(Qiai) • • • (Qsas) е с т ь 2 П (Пп)-префикс, а ? — бескванторная (определяет 
рекурсивное отношение). Формула второго порядка арифметики Ф назы­
вается En (Щ)-формулой, если она имеет вид ( ( ^ a j . . .(Qsasy¥, где 
(Qiai) • • • (Qs®>s) е с т ь ^п (Щ)-префикс, a W — бескванторная формула. 

Арифметическое отношение называется Е п (Пп)-отношением, если оно 
может быть определено условно Ел. (Пл)-формулой. Аналитическое отноше­
ние называется 2 П (Пп)-отношением, если оно может быть определено 
En (Пп)-формулой. Аналитическое отношение называется гиперарифметиче­
ским, если оно является одновременно как Ei-отношением, так и Щ-отно-
шением. Пишем А 6 Е п , если А является Ел-отношением. Аналогично пони­
маются записи А 6 Пп , А 6 Е п и А 6 Щ . 

Множество А с= N называется арифметическим относительно В ^ N, 
если существует такая формула Ф(хг; R{1)) арифметики, что А = 
= {а £ N \ Ф(а; В) истинно}. Легко понять, что если А — арифметическое 
относительно В, а В — арифметическое, то и А — арифметическое. Множе­
ство А с= N неявно определимо в арифметике, если отношение {̂ 4} как под­
множество N, является арифметическим, другими словами, если существует 
такая формула арифметики Ф(Л(1)), что Ф(В) истинно тогда и только тогда, 
когда В — А. Если А неявно определимо в арифметике, то А — гиперариф­
метическое, так как 

n£A<^> (ЗЯ)(Ф(#) Л Щп)) <=> (VR)(0(R) -> R(n)). 
Л е м м а 1 (Е. Пост; см. [17]). Множество А ^ N является одновремен­

но как %п+1-множеством, так и Ип+1-множеством тогда и только тогда, 
когда d(A) < 0(П). 

Отсюда А ^ N — арифметическое тогда и только тогда, когда d(A) ^ 
^ 0(П) для некоторого натурального п. 

Теперь укажем некоторые преобразования, которые можно производить 
с формулами второго порядка арифметики. Прежде всего отметим, что любая 
такая формула эффективно может быть преобразована в эквивалентную 
с кванторами только по одноместным предикатным символам и предметным 
переменным. При этом Е п (Щ)-формула преобразуется в 2 П (Щ)-формулу. 
Например, формула (3/)Ф(/(2)) переделывается в 

(lR)l^x1)(yfx2)(3y)R(K(x1, х* у)) А 
Л (V^1)(V^2)(Vz/1)(Vz/2)((i?(x(x1, х21 у,)) Л НЫ*1, *2 , У2))) -> 

-+Уг = У2) Л Ф*1, 
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где Ф* получается из Ф(/) заменой каждого вхождения подформулы вида 

/(*i> h) = *з на R (x(*i, *2, t3)). 
Далее в формуле вида ((^о^) . . . (^sa^^F, где W определяет рекурсивное 
отношение, мы можем в префиксе пару соседних кванторов (Ух) (Vz/) заме­
нить на (V*), (Эх)(3у) - на (За;), (Vi?)(VP) - на (Vi?), (3R)(3P) - на 
(3/?), (3x)(VR) - на (Vi?)(3z), (Var)(3/?) - на (3#)(V*), (Vz)(3*/) - на 
(3/(1))(V#), (V#)(3z/) — на (V/(1))(3#), меняя при этом формулу W так, что 
она по-прежнему будет определять рекурсивное отношение. Пользуясь 
этими правилами и учитывая то, как мы кванторы по символам операций 
заменяем кванторами по одноместным предикатным символам, получаем, 
что любое 2 П (Пп)-отношение может быть определено формулой вида 
(Qiai) • • • (Qn^nWi гДе ^ определяет рекурсивное отношение, а префикс 
состоит из последовательности чередующихся кванторов по предметным 
переменным, первый из которых есть 3(V), а любое 2^ (Щ)-отношение может 
быть определено формулой вида ((^о^). . .((?п + 2ап + 2)Чг, где 4я определяет 
рекурсивное отношение, а префикс состоит из последовательности чередую­
щихся кванторов, первые п из которых — кванторы по одноместным преди­
катным символам, последние два — по предметным переменным, a Q± есть 
3(V). 

Далее ограничимся рассмотрением отношений на Nh X N[ Через 
Тп, i(xi-> • • ••> xki zi w\ Щ\ • • •» Rl1*) обозначим формулу арифметики, 
определяющую следующее рекурсивное отношение Акч г на 

Nh+2 X Щ: (а±, . . ., ah, z, i; Въ . . ., Вt) 6 Ah% г <=> 
<=£.«фЯгФ- • •©Б/(х(а1, . . ., ak)) вычисляется на шаге £». 

Очевидно, что любое 21(П1)-отношение на Nh X N[ может быть при 
некотором z0 определено формулой 

(3w)Tk, г(хг, . . ., xk, z0, w; Rx, . . ., Rt)((\fw) 1 Thy г{хъ . . . 
. . ., xk, z0, w; /?!, . . ., Rt)). 

Отсюда легко следует, что любое 2п(Пп)-отношение может быть определено 
при некотором z0 формулой 
0»i)(Vya) . . . (Vyn-i)Qw)l 

~' ^ fe+n-1 , l\xli * • •-> xki У\-> • • •> Уп-li z0-> wi 

((V»i)(3ys) . . . (Syn-JiVw) Л 
** , У1» • • •> Jfo- i , 2 0 , w; i ? l 5 . . . , i ? z ) ) , 

если ?г нечетно, и формулой 
(30i)(Vy2) . • • O ^ . J X V U ; ) "I 

((Vyi)(3ys) • • • (Vy'n-JQw) 
^fe+n-1» Z^l» • • •» ^ k ' #1» • • •> Уп-П zQ-> w'i Rli • • •» Rl))i 

если п четно, а любое 2 i (Щ)-отношение на 7Vfe X N[ может быть опреде­
лено при некотором z0 формулой 

(3Rl+1)(VRl+2) . . . (VRl+n)(3yi)(Vw) 1 

П Tk+1, 1+п(х19 . . ., xk, yu z0, w; Rx, . . ., Rn + i), 
(Wi+i)QRi+*) • • • (3Ri+n)(Vyi)Qw) 

Tk+i> i+n(^i. • • •» x\, У11 zo. w'i Ri, • • • . Rn+i)) 
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при четном п и формулой 
(ЭД,+1)(УД,+1) . . . (3flI+n)(Vy1)(3ii;) 

Th+i, i+n{xi, - • •> Xk, Ун ми и>; # и • • -1 #п + г)> 
((Vi?; + 1)(3i?Z + 2) . . . (Vi? , + n ) (3^) (V^)n 

П ^fe+i, i+n(#i» • • •» ^fti Ун zo> и>; # i i • • -i #n + 0) 
при нечетном п. Число z0 называем 2 П (Пп)-индексом или И\ (Щ)-индексом 
отношения, определяемого соответствующей формулой. 

Говорят, что формула Ф имеет пренексный вид, если она является выра­
жением вида (Q^i). . .(Qsas)W, где W — бескванторная формула. Заметим, 
что по формуле (формуле второго порядка) арифметики пренексного вида 
можно найти одноименный с префиксом индекс отношения, определяемого 
этой формулой. Это делается эффективно. 

Теперь легко показать, что если у нас имеется множество 
{ Ф ^ , . .... xk; / м , . . ., /<"/>; Д("Ч . . ., Д(».>) \i € / } 

2п-формул арифметики, а множество номеров его формул является арифме­
тическим, то отношение, определяемое бесконечной дизъюнкцией у Ф*, 

и отношение, определяемое бесконечной конъюнкцией Д Ф^, являются 

арифметическими. 
В самом деле, каждую Ф^ мы можем заменить формулой 

ФЦХ1, . . ., xh; R?\ . . ., R%t), 

которая утверждает, что i?1? . . ., i?j+s определяют для некоторых f{Ul\ . . . 
. . ., R^ множества х(/х), . . ., K(RS) И 

Фг(х19 . . ., xk; / М , . . ., /<V; R[m>\ . . ., № Р ) 

истинно. ПО каждой Ф\ эффективно находится 2 т -индекс отношения, опре­
деляемого формулой Фг

:, где т — такое число, что все Ф[ являются 2 т -фор-
муламрь Значит, можно написать формулу Ф(^), определяющую множество 
этих 2 т-индексов отношений, определяемых формулами Ф\{1 £ I). Теперь 
V Ф* эквивалентна формуле 

(Э*)(Ф(*)) А (ЭУ1) . . . 
• • • ^fe + m - i , l + s\xl-> • • •» xhi Уп • • -i Ут-li z-> w\ R\, • • -, Rl + s)-

Из этой формулы легко получить формулу, эквивалентную у Ф г . 

В дальнейшем понадобится критерий, позволяющий устанавливать, что 
некоторое множество A s N является ^-множеством. Допустим, что имеется 
эффективная процедура, ставящая в соответствие каждому натуральному 
числу п формулу арифметики Фп(/1? . . ., /z; R±, . . ., R8) с /1( . . ., i?J, 
не зависящими от п, так, что п £ А тогда и только тогда, когда 

(ЭД) . . . (lRs)<Sn(fi, • • ., R.) 
истинна. В этом случае 4 ^ 2} . 

В самом деле, пользуясь описанными выше правилами сжатия кванторов, 
формулу (3/х) . . . (З.Й<;)ФП можно эффективно переделать в эквивалентную 
(37?)Фп(^(1)), где Фп являются пренексными 2 т-формулами для фиксирован­
ного т. Теперь то, что п £ А эквивалентно истинности формулы 

оо 

<эд) л (п = 1 -+ <Ъ'№). 
»=0 
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Каждому арифметическому множеству А ^ N следующим образом сопо­
ставим однозначно натуральное число, которое будем называть номером А. 
Находим наименьшее г такое, что А есть Пг-множество, и наименьшее нату­
ральное этакое, что z есть Пг-индекс А. Номером А называем номер формулы 

Покажем, что для всякого г множество номеров Пг-множество является 
арифметическим и может быть определено некоторой формулой, выписывае­
мой по г эффективно. В самом деле, эта формула утверждает, что 

V (3z){[v — номер (V#2) . . . Т8% ofo, х2, . . ., х8, О, х8+1)] /\ 

A (V%)[% < z-+ Г] (Va:)((Vyi) . . . Т8% 0(х, ух, . . ., у8_г, z, w) ++ 
++ (V^i) . . . T8t 0(x, уъ . . ., z/s_l7 zu и?))] Л 

Л (VZ].) П (Va:)((Vy!) . . . Г8, 0(x, yx, . . ., #s_1? z, w) *-* 
i<s 

•<-* (Vz/i) . . . Г,-, <>(*, Hi, • • . , ^ - i , %, и>))}, 

где 0Z есть 0 при z = 0 и 0Z+1 есть (О2)'. 
Формула ^РДи, У), равная конъюнкции предыдущей формулы и 

Л (Vz) (У — номер 
s<r 

-> (Vz/x) . . . Ts, 0(u, z/l7 . . ., z/s_l7 z, и?)), 

истинна для (rab тг2> тогда и только тогда, когда п2 — номер Пг-множества 
и пг принадлежит Пг-множеству номера п2. 

Следующая лемма хорошо известна. 
Л е м м а 2. Пусть Qt— рекурсивная сигнатура. Существует такая 

формула Oi(#i; i?(1)) арифметики, что Ф(а; В) истинно тогда и только 
тогда, когда существуют такие Ъг, . . ., bs £ В, что а, Ь1, . . ., bs есть 
номера формул без свободных переменных логики предикатов первого порядка 
сигнатуры Qx и формула номера а выводима из формул номеров Ъг, . . ., bs 
в исчислении предикатов. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . По s эффективно строится формула 
^8(х±, . . ., х8+г) арифметики такая, что W8 (а1? . . ., а8, а8+1) истинно тогда 
и только тогда, когда %, . . ., а8+1 — номера формул без свободных пере­
менных логики предикатов первого порядка сигнатуры Q± и формула номера 
а8+1 выводима из формул номеров %, . . ., а8 в исчислении предикатов. 
Тогда в качестве Ф(х±; R) можно взять формулу арифметики, эквивалентную 

оо S+1 
V (Зх2) . . . (Sx8+1)(Ws(x2, . . ., х8+1, хг) Л Л Щъ)). 

s = l г=2 

С л е д с т в и е . Пусть Т — такое множество формул без свободных 
переменных логики предикатов первого порядка сигнатуры Ql7 что множество 
номеров формул из Т является арифметическим. Если сигнатура йх рекурсив­
на, то множество номеров формул, выводимых в исчислении предикатов из Т 
и являющихся формулами без свободных переменных сигнатуры й1? тоже 
является арифметическим. 

Пусть теперь 
Qx = (0, 1, . . .; # 4 . . ., /(-/); Д("Ч . . ., i ? fP) . 

Пусть множество Т — как в условии предыдущего следствия, а 
A (#i> • • •» Sh Аг, . . ., А8)—совокупность номеров всех формул 
Ф(Л» • • •» fu Rii • • <> R&) без свободных предметных переменных сигнатуры 
Q1? каждая из которых либо атомная, либо отрицание атомной, и для которых 
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Ф(#п • • ч gu Аг, • • • » -4S) истинно. Легко видеть, что существует такая фор­
мула арифметики ^¥(х; /1? . . ., /z; i?x, . . ., i?s), что для любых а 6 АГ; 
ft 6 iPm» • • •> ft 6 ^nZ и Лх 6 iVmi, . . ., As 6 Nm s тогда и только тогда 
ЧЧа; ft, . . ., ft; Лх, . . ., Л8) истинно, когда а 6 A(ft, . . ., ft; Аг, . • ., 4 e ) . 
Если в Ф(^1? R) из леммы 2 вместо каждого вхождения R(y) подставлять 
®i(y) V ЧЧ^/и • • •> / ь Д1» • • м -fle)> гДе Ф^з) определяет множество 
номеров формул из Г, то получим формулу ^(a^ ; /1? . . ., /z; Лх, . . ., Rs). 
Формула 
И СзДОМ»; А, . . ., /,; Д1э . . ., Rs) Л W - 3 " ; /1э . . ., /,; i?x, . . ., Д.)) 
тогда и только тогда истинна для 

<&, . . ., gr, Ау, . . ., As) eFntX . . . X Nm$, 
когда 

Г U {Ф |v (0 )6A(f t , •• •, *i5 Л , • • • , ^s)> 
непротиворечиво. Аналогично, существует такая формула арифметики 
^ ( ж ; Л, • ., /z; -^1. • •> #s), ч т о Дл я любых а е N, ft 6 Fn i , . . . 
- • ., gi 6 ^ и Лх £ АЦ, . . ., As 6 iVms тогда и только тогда 
¥2(а; ft, . . ., ft; Аг, . . ., А8) истинно, когда а является номером 
такой Пгформулы Ф(/х, . . ., /г, i?i, '. . ., Rs) сигнатуры Q1? что 
<D(ft, . . ., ft; 41 ? . . ., А8) истинно. Значит, формула 

(V*)PFa(a; А, . . ., /,; fllf . . ., Я , ) - * ТЛ*; /lf . . ., /,; Rl9 . . ., Rs)) 
тогда и только тогда истинна для 

<ft, . . ., gu А и . . ., А8) е FUi X . . . X Nms, 
когда из 

Г U {Ф | v ^ ) 6 A ( f t , . . ., ft; Аъ . . ., As)} 
выводима любая П^формула Ф(/х, . . ., fu Лх, . . ., Rs) сигнатуры Ql7 
для которой 0(ft, . . ., ft; Аг, . . ., А8) истинно. Здесь v(O) обозначает 
номер формулы Ф. 

В дальнейшем нам понадобится также 
Л е м м а 3 (А. Макинтайр [47]). Существует такая совокупность 

{%i | i £ N} арифметических тъюринговых степеней, что для всяких нату­
ральных п и попарно различных £, /i> • • •» 7п тг ^ Ti4 U • • • U Tin-

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим формулу арифметики 
ФП(*, 2; д*\ . . . , ад, 

которая истинна для a:, z, 4 Ь • • ., Ап тогда и только тогда, когда 
фл;е . . . Ф А ; ( ^ = 1в 

Очевидно, что Фп может быть записана при некотором фиксированном ги 
не зависящем от л, как 2гГформула. Пусть г = 4гх + 3. 

Далее мы используем форсинг Коэна — Фефермана, описанный в [17] 
на с. 578—579. Рассматривается счетная совокупность {Rt | i £ N} одно­
местных предикатных символов. Любое конечное множество р, элементами 
которого являются формулы видов Rt(n) и "1 Ri(ri), но в которое обе эти 
формулы одновременно не входят ни для какого п, мы называем условием. 
Для замкнутой формулы Ф сигнатуры Q1 = (О, ', + , ., i?0, Rl4 . . .), 
не содержащей логических знаков V, Д , ->• и элементарных подформул 
вида R(t), где t — терм, отличный от предметной переменной и от 0, 1, 2, . . ., 
и для условия р определяем понятие «р \\—Ф» (говорим: р форсирует Ф) 
индукцией по числу кванторов и связок в Ф. При этом замкнутой мы назы-
4 Успехи матем. наук, т. 34, вып. 2 
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ваем формулу арифметики без свободных предметных переменных. Здесь, 
как обычно, 1 = 0', 2 = 0" и т. д. 

Если Ф есть Ri(n), то р\\—Ф <=> Ф £ р; если Ф есть tx = t2, t± + t2 = t9. 
или t± -t2 = *3, то p ||—Ф <=> Ф истинна; если Фесть (Зх)Ф1(х), то р ||—Ф <=> 
<^> существует и, что р Ц—Ф^п); если Ф есть Ф].\/Ф2 , то /?.||—Ф <^> 
<^> (р ||—Фх или р ||—Ф2); если Ф есть ИФ17 то р ||—Ф тогда'и только 
тогда, когда рг не форсирует Фг для всякого такого условия ръ что рг ^ р. 

Легко видеть, что а) если Ф не содержит символов i?0 , i?1? . . ., то 
р ||—Ф тогда и только тогда, когда Ф истинна в арифметике, б) если Ф — 
бескванторная формула, то р\\—1Ф тогда и только тогда, когда НФ есть 
тавтологическое следствие р и равенств арифметики. 

Далее в этом доказательстве допустимой формулой называем такую, 
для которой мы определяли понятие форсируемости. Будем говорить, что 
ранг допустимой формулы не более г, если сумма числа максимальных под-
слов ее вида (Зг/Х) . . . (Зут) с числом вхождений в нее символов отрицания, 
не начинающих бескванторные подформулы, не больше г. Обогащение ариф­
метики до системы сигнатуры Q1 назовем r-геиерическим, если для любой 
допустимой формулы Ф ранга не более г найдется такое условие р, что 
р\\—ф \/ ^ Ф и все формулы из р истинны в рассматриваемом обогащении. 
Используя определение форсируемости, легко показать индукцией по числу 
кванторов и связок в Ф, что если М — r-генерическая система и Ф — допу­
стимая формула ранга не более г, то в М истинна Ф тогда и только тогда, 
когда для некоторого условия р , истинного в М, р\\— Ф. Пусть теперь Rt — 
произвольный символ из {Rj | у 6 Щ и п — произвольное натуральное число. 
Если М — обогащение арифметики до системы сигнатуры £>1? то через M(i, n) 
обозначим систему, полученную из М переопределением значения предика­
та Rt на элементе п на противоположное. 

Докажем, что если М — r-генерическая система, то M(i, n) — тоже 
r-генерическая. Для этого надо сперва проверить, что 

р\\— Ф<=> p(i, п ) | | - Ф ( * , л), 
где p(i, n) получается из р заменой Ri(n) на ^.ЙДтг), если Ri(ri) £ p, и ~~]Ri(n) 
на Rt(n), если ^ЛДтг) 6 Р, а Ф(г, п) получается из Ф заменой всех атомных 
подформул вида Ri(t) на 

1 (t = п v I Rt(t)) V I N B V ВД). 
Проверка легко осуществляется индукцией по числу кванторов и связок 
в Ф. Пусть теперь М является г-генерической и Ф — допустимая формула 
ранга не более г. Тогда Ф(г, п) — формула ранга не более г, и, значит, 
найдется условие р, истинное в М и форсирующее Ф(£, п) \J '~~| Ф(г, п). 
Если теперь p(i, п) не форсирует Ф, то (p(i, n))(i, n) не форсирует Ф(г, n) и, 
значит, р не форсирует Ф(г, п). Аналогично, если p(i, n) не форсирует ~ |Ф, 
то р не форсирует (~|Ф)(£, п). Следовательно, p(i, п) \\- Ф \/ ^ Ф и M(i, п) 
является г-генерической. 

Остается построить r-генерическую систему, в которой Rt (i £ N) опре­
деляют арифметические множества. В самом деле, допустим, что для некото­
рых i, Д, . . ., ]п из N имеем 

At < тА'ь © • • • ®А]пЧ 
где Aj является значением Rj в построенной г-генерической М. Тогда для 
некоторого числа z в М истинно 

(1) (Vi)(i?«(s) ~ Фп(*, z; Rh, . . ., Rjn)). 
Эта формула имеет ранг не более г, значит, найдется условие р, истинное в М 
и форсирующее эту формулу 1) . Выберем такое т, что Ri{m) и ^R^m) не 

х) Более точно надо говорить не о формуле (1), а об эквивалентной ей допустимой 
формуле. 
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встречаются в р, и рассмотрим M(i, m). Она тоже является г-генерическойг 
и в ней р истинно. Значит, в ней истинна и формула (1), что, однако, про­
тиворечит выбору M(i, m). 

Для построения искомой М надо заметить, что множество пар (р, Ф)7 
где р — условие, Ф — формула ранга не более г и р |[— Ф,— арифметическое 
(при некоторой эффективной нумерации всех пар (р, Ф)). Нумеруя допусти­
мые формулы ранга не более г в последовательность \Р"0, Wl4 . . ., строим 
возрастающую последовательность условий р0, р±, . . ., которая является 
арифметической и такой, что рп+1 |(- Wn V ~~] Yn для всех натуральных п~ 

со 

Тогда U рп определяет искомое обогащение арифметики. 
Более подробно, индукцией по i сначала построим формулы ©i(xlr x2)i 

которые утверждают, что х2 — номер допустимой формулы ранга не более ir 
а хг — номер условия, форсирующего формулу номера х2. При этом номе­
ром условия р — ри называем число и = 2г* + • • • + 2^, если р состоит 
из формул номеров Z1? . . ., ls. Если G ,-(#!, x2) уже построена, то в качестве 
®i+i(xn xz) выбираем формулу арифметики, которая утверждает, что либо х2 
является номером дизъюнкции формул, номер у одной из которых удовлетво­
ряет ©i(x^ у), либо одна из этих формул имеет вид 

(Зг/i) . . . (3ym)T(ylf . . ., ут) 
и для некоторых натуральных пг, . . ., пт номер у формулы ^{щ, . . ., пт) 
удовлетворяет Gffe, у), либо одна из этих формул имеет вид "̂ЧР", а номер у 
формулы W удовлетворяет формуле 

(\/х)(рх => pXl -> ~] Qt(x, у)), 
а также формуле, которая утверждает, что у — номер допустимой формулы 
ранга не более i и что х2 — номер допустимой формулы ранга ^ i + 1.. 
Если теперь за р0 взять пустое условие, а в качестве рп+! взять рп, если 
Рп \\- T^TI» и взять условие с наименьшим номером, расширяющее рп и фор-

оо 

сирующее ¥ п , если рп не форсирует ~~] Wn, то U Рп определяет искомое 
п=0 

обогащение арифметики. 
Приведем в заключение некоторые сведения о гиперарифметических 

множествах. 
Определим некоторую систему О обозначений для ординалов. Она пред­

ставляет собой а) некоторое подмножество множества натуральных чисел, 
которое мы и обозначаем через О; б) отображение этого множества в класс 
ординалов, которое мы обозначаем через | |, а через | х | обозначаем образ 
числа х и называем обозначением ординала | х | число х; в) некоторое частич­
ное упорядочение на О, которое мы обозначаем через ^ 0 . Определение 
дается по трансфинитной индукции. Пусть О0 ={1}, | 1 | = 0, 1 <^ 0 1 . 
Пусть все ординалы, меньшие ординала у, уже получили обозначения. Если 
Y = р + 1, то для всех х таких, что | х \ = р, полагаем | 2х \ = у, 2х <; 02х

г 
z ^ 02х для всех z 6 Op, Для которых z <^ 0х. Таким образом, 

Ov = Ое U {2* I х 6 Ов, \х\ = р}. 
Если же 7 — предельный ординал, то 7 получает обозначение только в слу­
чае, когда существует такая общерекурсивная функция ф, что последова­
тельность ср(0), ф(1), . . . лежит в (J Op и является неограниченной сверху 
в U 0$ строго возрастающей последовательностью относительно ^ 0, 

|3<Y 
В этом случае обозначением 7 является всякое число 3-5y, для которого (р¥ 
удовлетворяет названному вьшге свойству. Полагаем также 

3-5У < 03»5У и z < 0 3-5 У 

4* 
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для всякого я, для которого z <; оУУ(п) при некотором п. Ov опять есть 
объединение (J 0$ и всех обозначений ординала у. Пусть О — объедине-
ние Оу по всем ординалам, получившим обозначения. 

Для каждого х £ О параллельно определению О определяем подмно­
жество #(#) множества натуральных чисел. Полагаем 

#(1) = 0 , #(2*) - (#(*))' при я 6 О 
и 

#(3-5*0 ={х(и, v) | i ; < 03-5^, и £ ВД} при 3-5" 6 О. 
Л е м м а 4 (С. Клини). а) Если х £ О, то Н(х) неявно определимо в ариф­

метике, б) Если В — гиперарифметическое множество, то существует такой 
х 6 О, что В {-сводится к Й(х) и, значит, В ^ ТН{х). 

Доказательство леммы 4 приведено в [17], с. 564 (см. доказательство 
теорем L и LI). 

С л е д с т в и е . Для всякого гиперарифметического множества В су­
ществует такое неявно определимое в арифметике А, что d(B) < d(A). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для В найдем такой х £ О, что В ^.ТН(х). 
Тогда Н(2Х) годится в качестве А. 

§ 1. Некоторые неэлементарные логики 

Материал § 1 если и является новым, то только в деталях. 
Мы фиксируем некоторую сигнатуру, т. е. набор символов предикатов 

и операций вместе с указанием местности каждого символа, и рассматриваем 
языки этой сигнатуры, т. е. такие языки, внелогические символы которых — 
это символы рассматриваемой сигнатуры. Рассматриваемая сигнатура в этом 
параграфе предполагается конечной. 

При написании формул мы используем символы из последовательности 
(1) ХЦ Х2, . . . 

как символы предметных переменных, символы из последовательности 
(2) <?i, Q2, • • • 

как одноместные символы предикатных переменных и символы из последова­
тельности 

(3) # i , # 2 , . . . 

как двухместные символы предикатных переменных. Конечно, мы предпола­
гаем, что символы из этих последовательностей не используются как сигна­
турные символы ни для какой сигнатуры. 

Ради краткости формулы логики предикатов первого порядка называем 
просто формулами. 

Затем мы рассматриваем формулы логики предикатов второго порядка, 
в которых все символы переменных предикатов являются двухместными 
и взяты из последовательности (3), а символов переменных операций нет. 
Если Ф — такая формула, свободные переменные которой содержатся среди 
Hit, . . ., His, xh-> • • •» xir"> и А — алгебраическая система рассматривае­
мой сигнатуры, то мы следующим образом определяем, в каких случаях Ф 
истинна в А, когда переменным Hit, . . ., His в качестве значений приписаны 
конечные множества Вг, . . ., Bs пар элементов А, а переменным xjt, . . ., Xjr 
в качестве значений приписаны элементы %, . . ., ат системы А. Если Ф не 
содержит кванторов по предикатам, то истинность Ф в А определяется обыч­
ным образом. Истинность же (VH^W означает, что W истинна при заданных 
значениях Hit, . . ., His, xjt, . . ., xjr и при любом конечном множестве 
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пар элементов А как значении Ht. Истинность 

Ч Ф ! , Фг V Ф2 , ®1 Л Ф2. (V*,)fcl, ( 3 * ^ 1 

определяется через истинность Фг и Ф2 обычным образом, а истинность 
(ЗНгуР равносильна истинности "^(V//^) ~~| Y. Другими словами, символы 
из последовательности (3) интерпретируются как конечные двухместные 
предикаты на основном множестве системы А. Формулы, о которых идет 
речь в этом абзаце, мы коротко называем формулами типа I. 

Напомним, что у нас зафиксирована нумерация формул нашей сигнату­
ры, а также арифметических множеств натуральных чисел. Мы будем гово­
рить, что множество формул является арифметическим, если таковым являет­
ся множество номеров этих формул. Дадим определение формулы типа I I . 
Одновременно определяем, продолжая нашу нумерацию, номер формулы 
типа II , а также для формулы типа II Ф и натурального числа г понятие 
«Ф имеет сложность не более г». Если Ф — формула, то Ф есть формула 
типа П. Сложность Ф не более г, если Ф есть одновременно Пг-формула 
и 2г-формула. Напомним, что Пг (Ег)-формулой называется формула вида 
(I/jCti) . . . (Lsas)W, где (L^a-^) . . . (Lsas) — это Пг (2г)-префикс, а ¥ не 
содержит кванторов. Если Фх и Ф2 — формулы типа I I , то выражение 
(ф2 —>• ф2) , (ф1 Д ф2) , (фх у ф2) тоже есть формулы типа I I . Номера их, 
по аналогии с [12], есть числа 23 -3Z* -5Ц 25-Зг1-5Ц 27 -3^ -5*2, где Zx, Z2 — 
номера Фг и Ф2. Говорим, что сложность этих формул типа II не более г, 
если как сложность Фх, так и сложность Ф2 не более г. Если Фг есть формула 
типа I I , то выражения ^~\Фц (Чх^Фц (За^Ф! есть формулы типа I I . Номера 
их — 2 9 -3^ , 2n«3n«5Zi, 213-3n-5*s где 1г — номер Фх, п — номер символа xt. 
Сложность "]Фх не более г, если сложность Ф± не более г. Если Фг имеет вид 
(Ух^, то сложность формулы типа II (Ух1)Ф1 не более г, если сложность Фг 
не более г. Если Фх имеет вид (3XJY¥, то сложность формулы типа II (3^)Ф г 
не более г, если сложность Фх не более г. В остальных случаях сложность 
(Ух1)Ф1 и {Зх^Фх не более г, если сложность Фг не более г — 1. Наконец, 
если {Фг | i g /} есть арифметическое множество формул типа II ограничен­
ной сложности и символы переменных, свободно входящие хотя бы в одну 
из формул Фг{1 £ / ) , содержатся в списке хъ . . ., хт при некотором т, 
то выражения V Ф^ и Д Ф^ есть формулы типа П. Номера их есть числа 

27 -Зп, 25-Зп , где п — номер множества X номеров формул типа II Ф; (i £ / ) . 
Сложность этих формул типа II не более г, если г > гг + 1, где X есть ПГ1-
множество, а для каждого i £ / формула типа II Фь имеет сложность не бо­
лее гг. Истинность формул типа II в алгебраической системе А при заданных 
значениях ее свободных переменных определяется, как обычно. \ / Фг 

истинно тогда и только тогда, когда Ф1 истинна при некотором i £ / . Д Ф* 

истинно тогда и только тогда, когда ~] V ] Ф* истинно. 

Наконец, мы рассматриваем формулы слабой логики порядка со или, 
короче, формулы типа I I I . Нам понадобится также чуть более общее понятие 
формулы типа IV. Пусть R — одноместный предикатный символ, не содер­
жащийся в нашей сигнатуре. Выражения вида R(Qt), Qi(Qj), Qt(xj) мы назы­
ваем формулами типа IV. Если Фг и Ф2 — формулы типа IV, то (ФХД Ф2)> 
(Oi V Ф2), ( Ф 1 + Ф 2 ) , П Ф ц (Vsf)Ox, (3**)Ф1> ( ^ ) Ф ц ( 3 ( ? 0 Ф 1 - т о ж е 
формулы типа IV. Каждая формула является формулой типа IV. Обычным 
образом определяются понятия свободного и связанного вхождения пере­
менных в формулу типа IV. 

Через | А | будем обозначать основное множество алгебраической систе­
мы А. | А |0 = | А |. Если | А \п уже определено, то через | А \п+1 обозначим 
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объединение множества всех конечных подмножеств множества | А \п и само­
го множества | А \п. Пусть | A |w = [J | А \п — \ А |. Алгебраическую 

систему А назовем допустимой, если для каждого натурального п и каждого 
конечного подмножества множества | А \п это подмножество не является 
элементом множества \ А \. Все рассматриваемые алгебраические системы 
далее предполагаются допустимыми. 

Истинность формулы Ф типа IV в допустимой алгебраической системе А 
рассматриваемой сигнатуры, когда свободным переменным Qix, . . ., Qis, 
R, х-и, . . M Xjr формулы типа IV Ф приписаны в качестве значений элемен­
ты Хг, . . ., Xs множества | А \ш, подмножество Y множества | А |й и эле­
менты %, . . ., аг множества | А |, определяется следующим образом. 

Если Ф есть формула логики предикатов первого порядка, то истин­
ность Ф определяется обычным образом. 

Также обычным образом определяется истинность формул типа IV 

Фх V Ф2 , Фх Л Ф2 , Фх-> Ф2, С] Фх, (V^)Ox , (Зхг)Фг 

через истинность Ф± и Ф2 . Qit(Qim) истинна тогда и только тогда, когда 
Хт 6 Xt. QiXxjm) истинна тогда и только ,тогда, когда ат £ Хг. R(Qij) 
тогда и только тогда истинна, когда Хг £ Y. (V(?j^i истинна тогда и толь­
ко тогда, когда Фг истинна при рассматриваемых значениях Qix, . . ., Qt , 
R, Xj , . . ., Xjr и любом элементе множества | А |щ как значении Qt. Истин­
ность (IQt^! равносильна истинности П (VQi) 1] Ф±- Другими словами, 
символы из последовательности (2) интерпретируются как элементы мно­
жества | А |ш. Формулой типа I I I называется формула типа IV, не содер­
жащая символа R. 

X £ | А |ш называется транзитивным, если Хг ^ X для каждого Хх £ X. 
X £ | А |ш называется натуральным числом, если X транзитивен и линейно 
упорядочен отношением £. Последнее означает, что для любых Х1? Х2 £ X 
либо Хг £ Х2 , либо Х2 6 Х ь либо Х2=Х1. Например, 

{0, {0}, {0 , {0}}, {0, {0}, {0, {0}}}} 
— натуральное число, обычно обозначаемое символом 4. 

Следующая лемма очевидна. 
Л е м м а 1. Существует формула G1(^1) типа I I I , истинная в ал­

гебраической системе А для данного X £ \ А \а тогда и только тогда, когда 
X — натуральное число. 

Для Хг, Х2 g | А |ш U | А | символом (Хг, Х2) обозначается элемент 
{{Х^, {Хх, Х2}} ИЗ I А |ш. Элементы вида (Х1? Х2), как обычно, называются 
упорядоченными парами. X £ | А |ш называется функцией или отображением, 
если X пусто, либо 

X = {(XI XI), . . ., (XI Х|>} 
для некоторых Х\, Х\, . . ., Xf, Xf из | A |Q |J | Л |. При этом {X}, . . ., Х|} 
называется областью определештя функции X. Если область определения 
функции — натуральное число, то функция называется также последова­
тельностью. 

Л е м м а 2. Существуют формулы типа I I I в 2 ( $ ь Qzi (?з) и ©з((?1?(?2> (?з) 
такие, что 

а) ®2((?i> Qz-> Qs) истинна в алгебраической системе А для Хх, Х2 , Х 3 6 
£ | А |со тогда и только тогда, когда Хг, Х2 , Х 3 — натуральные числа 
и Хг + Х 2 = Х3; 

б) 6 3 (Qn Q%, Q3) пРи те% оюе А, Хг, Х2 , Х 3 истинна в А тогда и толь­
ко тогда, когда Хх -Х2 = Х3 . 
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Д о к а з а т е л ь с т в о , а) Искомая формула типа III утверждает, 
что Q±, Q2, Q3 — натуральные числа, Qx и Q2 — подмножества Q3 и су­
ществует одно-однозначное отображение множества Q± на множество Q3—Q2. 

б) Искомая формула тнпа III утверждает, что Q±, Q2, Q3 — натуральные 
числа и существует одно-однозначное отображение множества Q1 на Q такое, 
что Q представляет собой множество одно-однозначных отображений мно­
жества Q2 в Q3, образы отображений из Q не пересекаются и в объединении 
дают все Q3. 

Л е м м а 3. Пусть Ф(х1г, . . ., xis, R) — формула арифметики. Су­
ществует формула типа IV Ф*, обладающая следующими свойствами: 

а) Ф* не имеет свободных вхождений предметных переменных, a Qt имеет 
свободное вхождение в Ф* тогда и только тогда, когда xt имеет свободное 
вхощдение в Ф; 

б) Ф(пг, . . ., ns; Y) истинно в арифметике тогда и только тогда, 
когда в алгебраических системах А нашей сигнатуры истинна Ф* при припи­
сывании Qit, . . ., Qis значений щ, . . ., ns, a R — значения Y, если пх, . . ,,ns 
рассматривать как элементы \ А 1Ш, a Y — как подмножество множества 
\А\а. 

Доказательство проводится индукцией по числу логических связок 
и кванторов в Ф. Используется процедура, аналогичная той, которая при­
меняется при обычной релятивизации кванторов. Можно считать, что атом­
ные подформулы формулы Ф имеют вид 

%i i %j == %ki XfXj ==: Xfo, ityXfj. 

Тогда (xt + xj = xk)* есть S2(Qt, Qj, Qk); (xrxj = xk)* есть в8((?*, Qh Qk); 
(R(xi))* есть R(Qt) Д ®i(Qt)- Далее, если Ф^ и Ф| уже определены, то 

С Ж ) * , (Фх"> Ф,)*,.- (Фх V Ф«)*, (Фх Л Ф2)* 
соответственно есть 

П ФГ, ФГ + Ф2*, ФГ V Ф?, ФГ Л Ф2*. 
Наконец, ((V^j^i)* есть 

ж ((Зх^Ф^ есть 
(Щ№№) Л ФГ). 

Надо только пояснить, что, например, через &2{Qt, Qj, Qk) мы обозна­
чаем формулу, которая получится из &2(Qx, Q2, Q3) заменой каждого свя­
занного вхождения Qi на вхождение Qi+i+j+k и заменой каждого свободного 
вхождения Qx на вхождение Qt, каждого свободного вхождения Q2 — на 
вхождение Qj, каждого свободного вхождения Q3 — на вхождение Qk. Анало­
гично понимаются обозначения ®i{Qt) и Q3(Qt, Qj, Qk). 

Будем говорить, что X £ | А \а приписывает значения переменным, 
свободно входящим в формулу Ф (терм t), если X имеет вид 0 или 

{(пх, %>, . . ., (ns, as)}, 
где пг, . . ., ns — попарно различные натуральные числа, аи . . ., as — 
элементы множества | А \, и если п является номером предметной перемен­
ной, свободно входящей в формулу Ф (терм t), то п ^{п±, . . ., ns}. Значением 
формулы Ф (терма t) при X, когда X приписывает значения переменным, 
свободно входящим в Ф (в t), называется значение формулы Ф (терма t) 
при таких значениях предметных переменных, свободно входящих в Ф 
(в t), что если xt свободно входит в Ф (в t) и имеет номер nj, а / £{1, . . ., s}, 
то значением xt является aj. В этих определениях под Ф можно понимать 
также формулу типа П. 
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Л е м м а 4. Существует формула типа III 04($i, Q%, #1), которая 
истинна в алгебраической системе А для Хг, Х2, а тогда и только тогда, 
когда Хг — номер некоторого терма t нашей сигнатуры, Х2 приписывает 
значения переменным, входящим в t, и t принимает значение а приХ2. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Формула 64(<?i, (?2> #i) утверждает, что су-
ществует последовательность 

{(О, (щ, г/о». • • ., (т, (пт, ут))}9 

где п0, . . ., пт — номера термов, пт = Q±, ym = хх, и что для каждого 
i £{0, . . ., т} либо щ — номер предметной переменной и {nt, yt) £ (?2> 
либо для одного из сигнатурных символов операций, которых конечное 
число, скажем, 5-местного /, существуют такие j \ , . . ., j s <C i, что nj , . . . 
. . ., Hj — номера термов tly . . ., ts, терм f(tx, . . ., tb) имеет номер щ и 

Vi = ЯУ^» • • •» У/8)-
Л е м м а 5. Для любого натурального числа г множество номеров фор­

мул типа II сложности не более г является арифметическим. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Достаточно показать, что существует такая 

формула арифметики аг(хг, х2), что аг(п, т) истинно в арифметике тогда 
и только тогда, когда п является номером формулы типа II сложности не 
более г, свободные переменные которой содержатся среди хг, . . ., хт. При 
этом удобно использовать формулы арифметики $г(хц х2), Для которых 
($г(тг, т) истинно тогда и только тогда, когда п является номером формулы 
типа II сложности не более г, в которую хт входит свободно. 

Для г = 0 существование аг и |3Г очевидно. Допустим, что аг и |3Г уже 
построены. 

Тогда аг+1(х, у) утверждает, что х является номером булевой комби­
нации выражений в конечном числе и при этом номер каждого из этих выра­
жений либо является номером формулы типа II сложности не более г, сво­
бодные переменные которой содержатся среди хг, • . ., ху, либо является 
номером выражения вида 

( 3 ^ ) . . . (3xj)Y или (V^) . . . (Vxjs)y, 
где номер т выражения W удовлетворяет ar(m, п), a n — наибольшее из 
чисел у, j \ , • - ., is и xj н е входит свободно в "ЧР" для 7, отличных от j \ , . . ., j s 
и удовлетворяющих неравенству у <С j ^ п, либо является номером конъюнк­
ции или дизъюнкции арифметического множества выражений и тогда есть 
25 -3m или 27 -Зт , и в обоих случаях т удовлетворяет формуле 

(VsiX^Orx, т) ->• аг{хг, у)), 
где ¥ r(^1? х2) — такая построенная в § 0 формула арифметики, что ¥r(^1? n2) 
истинно тогда и только тогда, когда п2 — номер Пг-множества, а пг — эле­
мент Пг-множества номера п2 и т — номер Пг-множества. 

Формула арифметики [3r+i строится аналогично. 
Л е м м а 6. Существует формула типа III 0r((?i, Q%), которая истин­

на в алгебраической системе А для Хг, Х2 £ | А |0 тогда и только тогда, 
когда Хг является номером формулы типа II Ф сложности не более г, Х2 при­
писывает значения переменным, свободно входящим в Ф, и Ф истинна в А 
при Х2. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Формула типа III вг((?х, Q2) является конъ­
юнкцией ((Зх2)аг(хг, х2))*, формулы типа III 6[(@i, Q2), которая утвержда­
ет, что Q2 приписывает значения переменным, свободно входящим в формулу 
типа II номера Qx и формулы типа III 6£((?i, (У» которая описывается 
ниже. 
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Формула типа III G ^ i , #2) утверждает, что существует последова­
тельность 

{(О, <тг0, тгг0», . . ., (Z, {пи тг))}, 
где тг0, . . ., пг — номера формул типа II сложности не более г, а т0, . . . 
. . .,'tfij £{0, 1}, удовлетворяющая следующим условиям: пг = Qx, тх = 1. 

Если i £ {0, . . ., 1} и nt — номер формулы вида t± = t2, то существуют 
такие па\ тг(2), хг, х2, что тг(1) — номер терма £1? тг(2) — номер терма £2> 
04(тг(1), Qi, ^1) и 64(ft(2\ Q2)

 хъ) истинны, a mt = 1, если хх = #2, и 7тгг- = 0, 
если хх -ф х2. 

Если £ 6 {0, . . ., 1} и 7гг- — номер формулы вида P{tx, . . ., t8), где 
Р — 5-местный предикатный символ, a t±, . . ., ts — термы, то существуют 
такие па\ . . ., n{S) ж х±, . . ., х8, что тг(,7) — номер терма tj (7 = 1, . . ., 5)» 
в4(и ( ;\ (?2, #j) истинны для / = 1, . . ., 5, а ттг̂  = 1, если Р(хг, . . ., xs) 
истинно, и mt = 0, если Р(^х, . . ., xs) ложно. 

Если i £{0, . . ., 1} и тгг— номер формулы типа II вида ~|Ф, то суще­
ствует такое натуральное / < i, что Hj — номер формулы типа II Ф, а ть = 
= 1, если mj — 0, и т^ = 0, если т7- = 1. 

Если i £{0, . . ., Z} и nt — номер формулы типа II одного из видов 
Фх Д Ф2, Ф1 V Ф2, Ф3 ->• Ф2, то существуют такие натуральные /i , /2 < h 
что тг̂  — номер Ф1? Hj2 — номер Ф2, а значение mt определяется через 
значения rrij1 и mJ2 по известным таблицам истинности. 

Если г > 0 , i £ {0, . . ., 1} и гсг — номер формулы типа II вида 
(3xtl) . . . (3xis)W, где W не начинается с квантора существования, 
то т{ = 1 тогда и только тогда, когда существует Qs, приписывающее зна­
чения переменным, свободно входящим в "ЧУ, и расширяющее (?2 *)? что 
Gr-1((?47 <?з)» гДе Qk — номер Ч?", истинно. 

Если г > 0 , i 6{0, . . ., Z} и 71$ — номер формулы типа II вида 
{^xtl) . . . (Vxisy¥, где 4я не начинается с квантора всеобщности, то mt = 1 
тогда и только тогда, когда для каждого Q3, приписывающего значения 
переменным, свободно входящим в ¥ , и расширяющего Q2, истинно 
е1"-1^, <?з), где (?4 - номер W. 

Если г > 0 , i £{0, . . ., 1} и ftj — номер формулы типа II вида V Ф7-, 
то 771$ = 1 тогда и только тогда, когда существует такой элемент п в Под­
множестве номера ттг, что истинно вг~1(тг, Q2), где nt = 27-3W. 

Если г > 0, i 6 {0, . . ., 1} ж nt — номер формулы типа II вида Д Ф7-, 
то mt = 1 тогда и только тогда, когда для каждого элемента п из Подмно­
жества номера 771 истинно ®г~г(п, Q2), где nt = 25-3m. 

Л е м м а 7. Каждой формуле типа II Ф можно сопоставить формулу 
типа III Ч?" без свободных вхождений предикатных переменных так, что в Ф и 
W входят свободно одни и те же символы предметных переменных и в каждой 
алгебраической системе рассматриваемой сигнатуры при любом приписыва­
нии значений свободным предметным переменным истинность Ф совпадает 
с истинностью ¥ . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если номер Ф равен п и xit, . . ., xis — -
символы предметных переменных, свободно входящие в Ф, то в качестве Ф 
можно взять 

(3&)(ЭД(& = и Л в ' (&, Q2) Д <?2 ={<»!, xtl), . . .,. <n„ a;ie»), 
где пх — номер xix, . . ., ns — номер xis, а г таково, что сложность Ф не 
более г. 

Л е м м а 8. Каждой формуле типа III Ф без свободных вхождений 
символов предикатных переменных можно сопоставить формулу типа I ЧГ 

х) В том смысле, что если (п, х) £ @2 и га не есть номер #$ , . . ., #$ , то (га, ж) ^ (?3. 
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без свободных вхождений предикатных переменных так, что Ф и Y имеют 
свободные вхождения одних и тех же символов предметных переменных 
и в каждой бесконечной алгебраической системе рассматриваемой сигнатуры 
при любом приписывании значений свободным предметным переменным истин­
ность Ф совпадает с истинностью W. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Говорят, что двухместный предикат Н являет­
ся частичным порядком, если он транзитивен и из (х, у) £ Н следует, что 
(у, х) $ Н. Объединение 

{х | (Зу)Щх, у)} U {х | (Зу)Щу, х)} 
называется областью действия предиката И и обозначается через обл(Я). 
а называется минимальным элементом Н, если а £ обл(Н) и {у, а) (£ Н 
для каждого у. а называется наибольшим элементом Н, если (у, а) £ Н для 
любого такого у, что у Ф а ж у £ обл(#), и а £ обл(^Г). Скажем, что конечные 
двухместный предикат Н2 и частичный порядок Н1 согласованы, если 

а) из х Ф у и (х, у) 6 # 2 следует, что (х, у) 6 Нг; 
б) если х1? ^2 6 обл^ц) и 

{г/ I г/ Ф хг, {у, ^ ) 6 Н2) = {iy | г/ =£ х2, (у, я2) 6 #2}> 
то либо хгж х2 — минимальные элементы Н1, либо хг = х2, 

в) имеется не более одного такого х, что (х, х) £ Н2, и из (х, х) g Я 2 
следует, что я является минимальным элементом Нг; 

г) JS^ имеет наибольший элемент а; для каяодого г/ £ обл(ДГ
1) существуют 

такие %, . . ., xs — а, что хг = г/ и (яг, а:г+1> 6 #2 Для i = 1» • • •» s — 1. 
Теперь каждое вхождение Qi{Qj) в Ф заменяем на вхождение формулы, 

которая утверждает, что существует одно-однозначное отображение Н области 
действия H2j+1 в область действия H2i+1, которое является изоморфизмом 

<обл(# 2 т ) , H2j+2) в (обл(#2г+1), H2i + 2) 
(т. е. (Н (х), Н(у)) 6 H2i + 2 тогда и только тогда, когда (х, у) £ H2j+2, для 
всех х, у 6 обл(7727-+1)), которое оставляет на месте такие минимальные 
элементы х из области действия H2J+1, для которых 

(х, х) $ Я27-+2 
ж для которого 

<Я(у0), я0> eH2i+2, 
где #0 — наибольший элемент H2i+1, а г/0 — наибольший элемент H2j+1. 
Вхождение Qt(xj) заменяется на вхождение формулы, которая утверждает, 
что Xj является минимальным элементом H2i+l1 

(xj, xj) &H2i + 2 и (Xj, x0) 6 H2i+2, 
где xQ — наибольший элемент H2i+1. Квантор (V(^) заменяем на 
{V#af+ 1)(V#2 i + 2)((#2 i + 1 — частичный порядок 

Д H2i+2, H2i+1 согласованы)-^ . . .). 
Квантор (3Qt) заменяем на 
(3H2i+1)(3H2i+2)((H2i+1 —частичный порядок 

Д H2i+2, H2i+1 согласованы) Д . . .). 
Ясно, что полученная после указанных замен из Ф формула типа I Y 
годится. 

Л е м м а 9. Каждой формуле типа I Ф, не содержащей свободных 
вохождений предикатных переменных, можно сопоставить формулу типа II 
€ теми же свободно входящими символами предметных переменных так, что 
в каждой алгебраической системе рассматриваемой сигнатуры при любом 
приписывании значений свободным предметным переменным истинность Ф 
совпадает с истинностью этой формулы типа П. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Формулу Ф легко привести к пренексному 
виду (L±)(L2) . . . (Lfe)01? где Lt — выражение одного из видов 3Hj, ViiT/, 
3#/, V^j, а Фх не содержит кванторов ни по каким переменным. Можно счи­
тать, что если Lt — квантор по предикатной переменной, то эта переменная 
есть Hi. Пусть s — такое натуральное число, что переменные xt для i > s 
не имеют вхождений в Ф1# Пусть а[х — пустое множество. Через а\ обозна­
чим множество 

^s + 2h xs + 2i+l)i \xs + 2k + 2ii xs + 2h + 2i+l/i • • • 

. . . , {Xs + 2lk + 2ii Xs + 2lk + 2i+l))i 

через (За!) обозначим 
(3xs+2i)(3xs+2i+1) . . . (3xs+2ik+2i)(3xs + 2 i k + 2i+1) 

ш через (Va?) обозначим 
(V^ s + 2 i ) ( ^ s + 2J+l) * * • (Vxs + 2lk + 2i)(Vxs + 2lk + 2i+l)-

Через (la^1) и (Val1) обозначим пустое слово; через Ф(аг
1
1, . . ., al

kk) 
обозначим формулу, которая получается из Фх заменой всех подформул 
вида Нг(иъ и2) на 

V (щ = х' /\ и2 = х") 
(х', x")£a\i 

для i = 1, . . ., к. Пусть (Li)* есть (Lt), если Lt есть 3xj или V#;, и (Lt)* 
есть 

оо 

V (ЭаЮ, 
i r - i 

если L; есть 3# г , (L*)* есть 
оо 

Л (Vaft, 
«ели L, есть V#*- Тогда очевидно, что 

(LJ* . . . (£к)*Ф(<Ф, . . ., <h) 
есть искомая формула типа II. 

§ 2. Конечный форсинг 

Определения и леммы 1—3, 5—8 этого параграфа введены А. Робинсо­
ном и содержатся в [26]. 

Пусть С — некоторое бесконечное множество нульместных символов 
операций, о которых мы будем предполагать, что символы из С не являются 
сигнатурными символами рассматриваемой сигнатуры. С называем мно­
жеством форсинговых символов. 

Пусть Т — теория, т. е. некоторое множество замкнутых формул рас­
сматриваемой сигнатуры. Напомним, что формула (терм) называется замкну­
той (замкнутым), если она (он) не содержит свободных вхождений символов 
переменных. Будем рассматривать также замкнутые формулы расширенной 
сигнатуры, полученной из первоначальной присоединением всех символов 
из С. 

Формула называется базисной, если она является либо атомной, т. е. 
имеет вид равенства двух термов, нульместного предикатного символа или 
выражения вида P(tx, . . ., ts), где Р — s-местный предикатный символ, 
а £1? . . ., ts — термы, либо отрицанием атомной формулы. Конечное мно­
жество замкнутых базисных формул расширенной сигнатуры называется 

{( 
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условием для Т, если это множество совместно с Г, т. е. существует такая 
алгебраическая система расширенной сигнатуры, в которой все формулы 
из этого множества и из Г истинны. 

Пусть Ф — замкнутая формула расширенной сигнатуры. Сейчас мы 
определим, что мы понимаем, когда говорим «условие р форсирует в теории Т 
формулу Ф» и пишем «р ||— ГФ». Будем при этом опускать упоминание о Т, 
если ясно, какая теория имеется в виду. 

Если Ф — атомная формула, то «р ||— Ф». равносильно «Ф £ р». Если Ф 
есть (Фх Д Ф2), то «р ||— Ф» равносильно «р ||— Ф3 и р ||— Ф2». Если Ф есть 
(Ф1 \/ Ф 2 ) , то <ф||— Ф» равносильно «р\\- Фх ллжр\\- Ф2». Если Ф есть ~~] Фх, 
то «р |[— Ф» равносильно «не существует такого условия ри что р± ^ р и 
Pi l b ®i}>- Если Ф есть (З-г^Фх, а (Ф4)^ — результат замены каждого сво­
бодного вхождения xt в Ф± на вхождение терма £, то «р |f- Ф» равносильно 
«существует такой замкнутый терм t расширенной сигнатуры, что р ||—(Ф^**». 
Наконец, «р ||— (Фх ->- Ф2)» равносильно «р |f-(~l Фх V Фг)»* а <ф | Ь (Vxd&i» 
равносильно «р ||— ~~] (3xt) ~~] Ф г». 

Всякое отображение множества С в основное множество алгебраической 
системы А первоначальной сигнатуры обогащает А до системы расширенной 
сигнатуры. Такое отображение мы называем нумерацией А, если образ С 
порождает А, т. е. А не имеет собственных подсистем, содержащих образ С. 
Если т — нумерация А, то множество всех замкнутых базисных формул, 
истинных в созданном т обогащении А, называется т-диаграммой А и обозна­
чается через D%(A). Мы будем опускать упоминание о т, если ясно, какая 
нумерация имеется в виду. Алгебраическая система А называется моделью 
теории Т, если все формулы из Т истинны в А. Система А называется Г-гене-
рической, если А является подсистемой некоторой модели теории Т и если 
существует такая нумерация т системы А, что для каждой замкнутой форму­
лы Ф расширенной сигнатуры истинность Ф в созданном т обогащении А 
равносильна существованию такого условия р, что р ^ D%{A) и р ||— Ф *). 

Напомним, что формула называется Пг-формулой, если она имеет пре-
нексный вид и ее префикс является Пг-префиксом. 

Система А называется экзистенциально замкнутой в Т, если она является 
подсистемой некоторой модели Т и для любой П2-формулы Ф нашей сигна­
туры и любой модели В теории Т, в которой А является подсистемой, из того, 
что Ф истинна в В, когда свободно входящим в Ф символам предметных 
переменных приписаны некоторые значения из А, следует, что Ф истинна 
в А при тех же значениях свободных переменных. Ясно, что если Т состоит 
из П2-формул и А экзистенциально замкнута в Г, то А — модель Т. 

Подсистема А системы В сигнатуры Q называется элементарной под­
системой, если для всякой формулы Ф сигнатуры Q из того, что Ф истинна 
в В, когда свободно входящим в Ф символам предметных переменных при­
писаны некоторые значения из Л , следует, что Ф истинна в А при тех же 
значениях свободных переменных. Из теоремы компактности легко следует, 
что если А — экзистенциально замкнута в Г, а В — элементарная подсисте­
ма А, то В тоже экзистенциально замкнута в Т. 

Л е м м а 1. Если А является Т-генерической, то А экзистенциально 
замкнута в Т. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Ф± — П2-формула. Можно считать, 
что Ф± имеет вид 

(\/х8+1) . . . (Vav+ОФ, 

где Ф — 2х-формула. Пусть В — модель Г, В — расширение А и Ф± истин­
на в В, когда свободно входящим в Фх предметным переменным приписаны 

г) Говорим, что А — генерическая для т или относительно т. 
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некоторые значения из А. Пусть %, . . ., ах— произвольные элементы А 
и приписаны в качестве значений xs+1, . . ., х8+г. При этих значениях Ф 
истинна в В, а надо показать, что при этих значениях Ф истинна и в А. 
Имеем также некоторую нумерацию т системы А. Значения свободно входя­
щих в Ф переменных являются значениями некоторых замкнутых термов 
расширенной сигнатуры. Поэтому для доказательства леммы достаточно 
показать, что в созданном т обогащении А истинна замкнутая формула Ф' , 
полученная из Ф заменой всех свободно входящих переменных на термы рас­
ширенной сигнатуры, принимающие те же значения из А. Можно считать, 
что Ф' имеет вид 

( 3 ^ ) . . . (Зх8уе, 
где Т есть конъюнкция базисных формул. Допустим, что Ф' ложна в рас­
сматриваемом обогащении А, Тогда в нем истинна ~ | Ф ' . В силу генеричности 
А найдется условие р ^ DX(A), форсирующее формулу ~~|Ф'. Пусть сг, . . . 
. . ., cs из С не встречаются ни в формуле Ф', ни в условии р. Пусть рг со­
держит все элементы р и все конъюнктивные члены формулы 

O F ) * ' ; ; ; - - . , 

которая получается из W заменой хг, . . ., xs на с1? . . ., cs. Ясно, что рг 
является условием, так как рх истинно в обогащении В, в котором символам 
си . . ., cs приписаны такие значения Ь1? . . ., fes, что в созданном т обогаще­
нии В истинна ¥ при приписывании символам xt значений Ъь (I = 1, . . ., s). 
Заметим, что 

(1) Pxii-m:;;;::;:;. 
По определению, достаточно показать, что рг форсирует каждый конъюнктив­
ный член этой формулы. Если этот член — атомная формула, то она входит 
в рг и, значит, форсируется р±. Если же этот член — отрицание атомной 
формулы, то пусть она имеет вид ~~\л¥1. Тогда 14̂ 1 £ рг и, значит, никакое 
условие, содержащее рг, не содержит 1¥1 и поэтому не форсирует W±. Значит, 
Pi форсирует " l ^ i - Итак, (1) доказано. Из (1) следует, что рг ||— Ф'. Это, 
однако, противоречит тому, что р \\— ~~]Ф\ 

С л е д с т в и е . Если теория Т состоит из Н2-формул, то каждая 
Т-генерическая система является моделью Т. 

Л е м м а 2. Пусть сигнатура теории Т конечна или счетпна. Если 
р — условие для Т', то существует Т-генерическая система А относительно 
нумерации т системы А, для которой р ^ DX(A). 

Перед доказательством леммы 2 сделаем два замечания. 
Л е м м а 3. а) Пусть А — подсистема некоторой модели теории Т, 

т — нумерация А и для каждой замкнутой формулы Ф расширенной сигнату­
ры найдется условие р <= Dx (А), что либо р ||— Ф, либо р || — ~~| Ф. Тогда А 
является Т-генерической системой относительно нумерации т. 

б) Если р ||— Ф и р1 э р, то р1 ||— Ф. 
Д о к а з а т е л ь с т в о , б) доказываем индукцией по числу кванторов 

и связок в Ф. Для атомной Ф б) очевидно. Если б) верно для (Ф])^ для любо­
го замкнутого терма t расширенной сигнатуры, то б) верно и для {Зх^Ф^ 
Если б) верно для Фх и Ф 2 , то верно и для Ф Д / Ф 2 , Фг/\ Ф 2 . Если б) верно 
для Фх и р \\— ~]Фг, а рг з р, то никакое условие, расширяющее рг, не 
форсирует Ф3, значит, Pi||— H ^ i -

а) Опять используем индукцию по числу кванторов и связок в Ф. Дока­
зываем, что Ф истинна в созданном т обогащении А тогда и только тогда, 
когда найдется условие р е DX(A), что р ||— Ф. 
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Если Ф — атомная, это очевидно. Если это верно для (Oi)** при любом 
замкнутом терме t расширенной сигнатуры, то это верно и для (Их^Ф^ Если 
это верно для Фг и Ф2, то верно для Фг \J Ф2, Фг Д Ф2. Если это верно 
для Ф1? р ^ DX{A) и р ||— ~}Фг, то Фг ложна в созданном т обогащении А 
и, значит, ~~|Ф1 истинна в этом обогащении. Действительно, иначе некоторое 
условие рг ^ DX{A) форсировало бы Фх и тогда по б) р [) рг форсировало бы 
как Ф1? так и П ^ ь ч т о невозможно. Если ~]^}i истинно в обогащении А, 
созданном т, то рассмотрим то условие р ^ DX(A), что р ||— ~]Ф! илж 
р ||— Фх. Форсировать Фх условие р не может^ибо тогда Фх была бы истинна 
в созданном т обогащении А. Значит, р ||— "J^i* 

Д о к а з а т е л ь с т в о л е м м ы 2. Считаем, что С счетно. Пусть 
Ф°, Ф1, . . .— перечисление всех замкнутых формул расширенной сигна­
туры. Построим возрастающую последовательность условий р0, р1, . . . 
Пусть р0 = р. Если рп построено и рп |1— "~]ФП, то пусть рп+1 = рп. Если 
же рп не форсирует ^Ф™, то в качестве pn+i выберем некоторое условиег 

оо 

форсирующее Фп и расширяющее рп. Пусть р т о = [) рп. Тогда по теореме 
п=0 

компактности р ^ совместно с Г, ибо каждая конечная часть р«, совместна 
с Т. Пусть Ai — модель Т \J p <„. Пусть А — обеднение до первоначальной 
сигнатуры подсистемы системы А1ч порожденной значениями замкнутых 
термов расширенной сигнатуры, а т — та нумерация А, которая делает А 
подсистемой системы Аг. Покажем, что А — Г-генерическая система. Действи­
тельно, если Ф — замкнутая формула расширенной сигнатуры, то Ф есть Ф™ 
для некоторого п и либо рп+1 Ц— Ф, либо р п + 1 ||— ~] Ф. Ясно, что рп+1 е 

Пусть Т — теория сигнатуры Q; 1г — конечное или счетное множество; 
{At | i £ 1г} — системы сигнатуры Q; At порождается а\, . . ., а\ ; 

Ai = (At; а[, . . ., а* ) 

— обогащение А, полученное добавлением а\, • . ., а} в качестве новых 
выделенных элементов. Считаем, что А\ имеет сигнатуру Q^ , которая полу­
чается из Q добавлением nt нульместных символов операций d[, . . ., dl .. 

ni 
Через А(А1) обозначаем совокупность всех замкнутых базисных формул 
сигнатуры Qj^, истинных в А{. Считаем, что Q,̂  П ЗД. = & Для i, / £ 
€ /х, i ф /. Пусть /<= Il9 Q* = U &п , ^* = Т[) U А(Л0- БУДем расши-

ренной называть сигнатуру, полученную из Q* добавлением счетного мно­
жества форсинговых символов. 

Обобщением леммы 2 является следующая лемма 4, заимствованная 
нами из диссертации О. В. Белеградека [1] (см. в диссертации лемму0.2.4). 
Следствие и идея доказательства имеются уже в [45]. 

Л е м м а 4. Пусть теория Г* сигнатуры Q* имеет модели, а первона­
чальная сигнатура Q конечна или ечетна. Пусть для любого условия р для 
теории Г*, любого i£ 1г — I и любых замкнутых термов t±, . . ., tn расши­
ренной сигнатуры найдется такая Ф£ А(А1), что Т* (J р совместно с*"] Ф\ 
где Ф' получается из Ф заменой вхождений d\, . . ., dl

n на вхождения tx, . . 
. . ., tn.. Тогда 

а) существует Т*-генерическая система, в которую А% не вкладывается 
изоморфно ни для какого i £ 1г — /; 

б) обеднение любой Т*-генерической системы до системы сигнатуры Q 
является экзистенциально замкнутой в Т системой. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о , б) Пусть В — такое обеднение системы В1, 
В — подсистема системы В1жВ1 — модель Т. Сделаем Вг моделью теории Г*, 
интерпретируя d) так же, как и в В1 (i £ / ; j = 1, . . ., nt). Эту модель 
обозначим через В]. Так как В1 экзистенциально замкнута в Т7*, то любая 
П2-формула W сигнатуры Й*, истинная в В) при приписывании свободно 
входящим в W символам предметных переменных некоторых значений из В1, 
при этих значениях истинна и в В1. Тем более это верно для любой П2-фор-
мулы сигнатуры Q. 

а) Заметим сначала, что для любого i 6 Л — I, любых замкнутых термов 
t±, . . ., tni расширенной сигнатуры и любого условия р найдутся такое 
условие рх и замкнутая атомная формула ф сигнатуры Q^ , что рг з р и, 
если ф'получается из ф заменой d\, . . ., dl

n на tx, . . ., tn{, то либо р± ||— ф \ 
а Пф g A(^4i), либо /?! | j - П ф ' , а ф 6 A(4J). 

Действительно, пусть Ф' получается из Ф заменой d\, . . ., dl
n на 

tx, . . ., tn. и Г* [J р совместно с 1 Ф ' , где Ф 6 А(А1). Если Ф — атомная, 
то в качестве ф надо взять Ф, а в качестве рг взять р[] {~1ф'}. Если же 
Ф есть П Р̂*, то в качестве ф надо взять W, а в качестве рг взять р [] { V } , где 
W получается из W заменой d\, . . ., d на £1? . . ., tn.. 

Теперь занумеруем всеми натуральными числами все замкнутые форму­
лы расширенной сигнатуры и все пары вида (i, (t±, . . ., tn.)}, где i £ 1г— /,. 
а (tx, . . ., tn) — последовательность замкнутых термов расширенной сигна­
туры. 

Строим возрастающую последовательность условий. 
Пусть р0 — пустое условие. Пусть рт построено. Если рт форсирует 

отрицание формулы номера т, то рт = рт. Если же рт не форсирует отри­
цание этой формулы, то в качестве рт выбираем условие, расширяющее рт 
и форсирующее эту формулу. Если (i, (tx, . . ., tn.)) занумерован числом т, 
то в качестве p m +i выбираем такое условие, которое расширяет р'т и для 
которого найдется такая замкнутая атомная формула ф сигнатуры Ql

n., что 
либо рт+1 ||—<р', а "] ф 6 А(Л0, либо рт+1 \\— ~~] ф', а ф £ A(^0- Пусть 

оо 

JPOO = U Рт- К а к и в доказательстве леммы 2, рассматриваем модель Gr. 
m=0 

теории Г* (J /?оо. Пусть G— обеднение до системы сигнатуры Q* подсистемы, 
порожденной в С?х значениями замкнутых термов расширенной сигнатуры. 
Как и в доказательстве леммы 2, убеждаемся, что G — генерическая система. 

Остается показать для i £ 1г — I, что At в G не вкладывается изоморф­
но. Действительно, если р — изоморфизм At в G и paj есть значение ^ , . . . 
. . ., ра1 есть значение £п, в Gx, а последовательность (£, <£х, . . ., tn.)) 
занумерована числом т, то найдется такая ф, что либо Рт+х Ц—^Иф'» а ф € 
6 А(Лг

г), либо Рт+х \\- ф \ а С ф 6 A(^i). В первом случае ф' ложно в Gx, 
но ф 6 А(^41). Во втором случае ф' истинна в G1? но ~1ф £ А(Л^). В обоих 
случаях получаем противоречие с тем, что р — изоморфизм. 

С л е д с т в и е . Пусть i £ 1\- Если множество номеров теории Т ре­
курсивно перечислимо, а теория Т имеет модели и множество номеров формул 
из A(Ai) не является рекурсивным, то суш^ствует такая Т-генерическая 
система, в которую At не вкладывается изоморфно. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть 1г ={i}- Полагаем / пустым. Тогда 
Т7* — Г. Если для некоторого условия р и некоторых замкнутых термов 
tx, . . ., tn. расширенной сигнатуры Т (J p не совместно с Г]Ф' ни для какой 
Ф £ А(А\), то из Г U p выводим все формулы Ф' для Ф £ А(А1). Теперь 
для произвольной замкнутой атомной формулы W сигнатуры Ql

n. последова-
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тельно перечисляем выводы из Т (J Р и определяем, является ли такой вывод 
выводом одной из формул W или ~1 W. Так как либо Р̂ £ Д(Л*), либо "j^F 6 
6 A(^i), то через конечное число шагов мы получим либо вывод ¥ ' , либо 
вывод ^W. В первом случае W 6 А(4*), а во втором — ~| 4я 6 А(Л0- Зна­
чит, множество номеров А(А1) рекурсивно, а это противоречит условию. 
Теперь из леммы 4, а) получаем рассматриваемое следствие. 

Две алгебраические системы одной сигнатуры называются элементарно 
эквивалентными, если каждая замкнутая формула этой сигнатуры, истинная, 
в одной из них, истинна и в другой. 

Скажем, что теория Т обладает свойством совместного вложения, если 
Pi U Pi является условием для любых таких условий рх и р2, что форсинговые 
символы, входящие хотя бы в одну формулу одного из этих условий, не 
входят ни в какую формулу другого из этих условий. 

Л е м м а 5. Любые две Т-генерические системы теории Т, обладающей 
свойством совместного вложения, элементарно эквивалентны. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть G± — Г-генерическая система при ну­
мерации т1? а б2 — Г-генерическая система при нумерации т2. Можно счи­
тать, что множества форсинговых символов нумераций тх и т2 не пересе­
каются. Пусть Ф истинна в Gx и ложна в G2. Тогда найдутся условия рх ^ 
^ Dxl (б*), р2 ^ Dx2 (G2) такие, что рг | [- Ф, р2 | | - ~| Ф. Но теперь^ U /?2 
форсирует как Ф, так и ~~|Ф. Противоречие. 

Для дальнейшего важно, что система, генерическая при одной нумера­
ции, является генерической при всякой другой нумерации. 

Для доказательства нам потребуется несколько простых замечаний. 
Непосредственно индукцией по числу кванторов и связок формулы Ф 

доказывается, что если р — одно-однозначное отображение С в С, Ф° и р& 
получаются из Ф и р заменой каждого вхождения с £ С на вхождение рс, то 

(р|Ь Ф)<=>(Р» |Ь Фр). 
Л е м м а 6. Пусть С и С — два бесконечных множества форсинговых 

символов, а форсинговые символы, встречающиеся в р или Ф, принадлежат 
как С, так и С. Тогда форсируемостъ условием р формулы Ф не зависит 
от того, взять в качестве множества форсинговых символов С или С'. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Можно считать, что С ^ С". Если Ф — атом­
ная, утверждение очевидно. Если оно верно для Фх и Ф2, то верно и для 
Фх у Ф2, Фг Д Ф2. Пусть оно верно для (Фх)** для всякого замкнутого 
терма t, форсинговые сиволы которого входят в С. По определению 

(р |f- (^хг)Ф1)<=> (существует t, что р | | - (Фг)р). 
Пусть р — одно-однозначное отображение С в С, оставляющее символы, 
входящие в р или в (Зя^Фх, на месте, а форсинговые символы из t перево­
дящее в символы из С. Тогда 

( p | h ( O i ) ? 0 < = > ( p | h ( ® i ) > 
где tP получается из t заменой каждого вхождения с на вхождение рс. Значит, 
(р |f- (Bxt) Фх) <=> (существует терм t с форсинговыми 

символами из С, что р |(- (Фх)̂ О-
По индукционному предположению, правая часть не зависит от того, какое 
множество С или С выбрано в качестве множества форсинговых символов. 
Пусть лемма верна для Фх. По определению, 

(р ||_ ~~] фг) <=> (не существует д э р, что q | [ - Фх). 
Если такое q существует, то заменяя в нем одно-однозначно символы из С", 
не входящие в С, на символы из С, не входящие в q и Фх, найдем q± 3 р , 
что q± ||—Фх, а все форсинговые символы qx лежат в С. 
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Л е м м а 7. Пусть (с1ч . . ., cs) — последовательность попарно различ­
ных форсинговых символов, a {tly . . ., t8) — последовательность замкнутых 
термов расширенной сигнатуры. Пусть Ф' получается из Ф заменой сг, . . . 
. . ., cs на t-t, . . ., ts. Пусть 

0 = P\J{ci = k, . . ., cs = *s} 
— условие. Тогда 

(?lh ПФ)<^ЫЬ GO')-
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Ф — атомная. Если, например, 

q ||— ~~|Ф и q1 ^ g, дх ||—Ф', то Ф' 6 0i- Но тогда qx\j {Ф} — тоже условие 
и q1\J {Ф} ||— Ф. Противоречие. 

Если лемма верна для Фх, Ф2, то она верна и для Ф1\/(1)2? Ф^Фг* 
Например, пусть q | | - П(ф1ЛФа)> 0i э g, gx l|--(OiA Ф2)'- Тогда q1\\-Ф'1 
и дх ||—Фа- Пусть д2 з ^ и д21|—Ф2. Тогда никакое расширение д2 не фор­
сирует Фх. Значит, д2 11 — |Фх и д2 ||— ~]Ф[. Противоречие. Значит, gi||— ^Ф2 и 01 II"- П^г- Опять противоречие. Здесь и далее через *Р'(Ф}) мы обозначаем 
формулу, которая получается из ¥(Фу) заменой с1? . . ., cs на £х, . . ., £s. 

Пусть лемма верна для (Ф^г при любом замкнутом терме t расширен­
ной сигнатуры. Пусть д | | - П(Э^)Ф1» 0i ^ 0» 0 i l b ((3#i)Oi)'- Тогда 
g1 |U (ф )̂̂ е для некоторого замкнутого терма t расширенной сигнатуры. 
Пусть <72 — ft.» 02 l b (Ф^**- Тогда д2 | | - (Эл^Ф^ Противоречие. Значит, 
q± ||_ ~1(Ф )̂̂ г для любого замкнутого терма tx расширенной сигнатуры. 
Выберем t± так, чтобы t± не содержал съ . . ., cs и чтобы £ получался из tt 
заменой cz+1, •..-., <?z+s

 н а с\-> • • •» cs-> a cz+u • • •» cz+s н е встречались 
в дх и Ф .̂ Пусть 

0з = 0i U {̂ г+1 = * ! , . . ., cz+s = ^ } . 

Тогда д3|Ь~ "•(Ф!)^- Противоречие. Аналогично рассматривается случай, 
когда д | | - П((3^)Ф1)'. Значит, лемма верна и для (3^)ФХ. 

Пусть лемма верна для Ф± и g ||— "] ~] Фх. Тогда, если дх з д и дх ||— ~] Ф[, 
то 01 II— "l^i- Противоречие. Если же д ||— "~| " l^ i и 01 — Ъ 01 II— ПФц т о 

0i II— T^i - Опять противоречие. 
Л е м м а 8. Если G является генерической при одной нумерации, то G 

является генерической и при другой нумерации. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть G — генерическая при нумерации т1? 

а т2 — другая нумерация. Соответствующие расширения сигнатуры обозна­
чим через йх и Й2. Можно считать, что множества форсинговых символов 
нумераций тх и т2 не пересекаются. Пусть Ф — замкнутая формула сигнату­
ры Q%, в которой встречаются форсинговые символы с1? . . ., cs, и пусть 
ci = hi • • •» cs = *s? гДе и̂ • • •» ŝ — замкнутые термы сигнатуры Qx, 
а равенства имеются в виду в обогащении G при помощи объединения тх и т2. 
Пусть Ф ложна в обогащении G при помощи т2. Существует рг ^ DXi(G), 
чт(> Л II— ПФ'? гДе Ф' получается из Ф заменой с1? . . ., cs на ^, . . /, ts. 
Тогда 

Pi U ici = *i, • . ., cs = *в}|Ь ^Ф-

Пусть g — конечная совокупность замкнутых базисных формул сигнатуры 
fi2, являющаяся условием; с\, . . ., с\ — форсинговые символы, встречаю­
щиеся в р1 или в tx, . . ., ts; t\, . . ., t\ — замкнутые термы сигнатуры Qz; 
с\ — t\, . . ., с\ — t\ ъ созданном тх U т2 обогащении G; 

Р2 = Р* U {̂ i = £* • • ., cs = *5*}, g => р 2 и g | | - ППФГ 

5 Успехи матем. наук, т. 34, вып. 2 
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где р? и *f, . . ., t* получаются из рх и tx, . . ., £s заменой с,1, . . ., с\ на 
t\, . . ., #г. Тогда qx = q{J {с± = Zl5 . . ., cs = £s} — тоже условие. Значит, 
Qi])r П П Ф ' , гДе Ф' получается из Ф заменой сг, . . ., cs на tx, . . ., Zs. 
Ясно, что дхи рх — условие и qx \j р1 форсирует как ~1ф', так и ~1~1ф\ 
Противоречие. Поэтому никакое расширение условия р2 не форсирует 
П~1ф и, значит, не форсирует Ф. Отсюда р2\\- "'Ф- Ясно также, что р2^ 
S £>T2(G). 

Итак, если Ф ложна в обогащении G, то найдется р2 ^ D%2(G), что* 
р 2 II— ~\Ф. Теперь дословно повторяя начало доказательство леммы 3, а), 
получаем, что G — генерическая при нумерации т2. 

Далее предполагаем, что множество С счетно. У нас имеется эффективная 
нумерация формул расширенной сигнатуры, которую мы продолжаем до-
нумерации всех конечных множеств замкнутых базисных формул. Именно, 
множеству {Фъ . . ., Фп} с попарно различными Фх, . . ., Фп присваиваем 
номер 2*i + . • . + 2/7г, где Z1? . . ., ln — номера формул Ф1? . . ., Фп. Далее 
продолжаем нумерацию на множество упорядоченных пар вида {р, Ф)г 
где р — конечное множество замкнутых базисных формул расширенной 
сигнатуры, Ф — замкнутая формула расширенной сигнатуры. Номером 
этой пары называем натуральное число 24-3zi -5**, где 1Х — номер р, a Z2 — 
номер Ф. 

Л е м м а 9. Пусть сигнатура Q конечна. 
Тогда 
а) для каждой замкнутой формулы Ф расширенной сигнатуры можно* 

эффективно написать такую формулу^ арифметики осф^; Ra)), что аф 
определяет множество номеров условий для теории Т, форсирующих Ф,. 
если R определяет множество номеров формул из теории Т сигнатуры Q; 

б) если теория Т сигнатуры Q имеет арифметическое множество номе­
ров формул из Т, то множество номеров всех пар (р, Ф), где Ф — замкнутая 
формула расширенной сигнатуры, ар — условие, форсирующее Ф, является 
рекурсивным относительно 0((О). 

Д о к а з а т е л ь с т в о , а) Сначала докажем существование формульь 
ц>(хг; Д(1)), определяющей множество номеров условий теории Г, если R 
определяет множество номеров формул теории Т. В самом деле, формула ф 
утверждает, что х± — номер конечного множества базисных формул и для; 
всяких г/х, . . ., уп из R множество формул с номерами уг, . . ., уп в объеди­
нении с множеством номера хг непротиворечиво, аф теперь строим индукцией 
по Ф. Если Ф — атомная, то аф(х1; R) утверждает, что условие с номером хх 
содержит формулу Ф. Если аф1 и аф2 уже построены, то аф1уФз есть аф1 V аф*3, 
аф1дф2 есть аФх Д аФг, аа,п )ф есть утверждение, эквивалентное дизъюнк­
ции формул а х. по всем замкнутым термам t расширенной сигнатуры,, 

СХПФ! есть утверждение «для каждого х, если Ц)(х; R) и условие с номером х 
содержит условие с номером х±, то ~~]аф1(х; R)». 

б) Для произвольной пары (р, Ф), где Ф — замкнутая формула расши­
ренной сигнатуры и р — конечное множество замкнутых базисных формул; 
этой сигнатуры, вопрос о том, является ли р условием, форсирующим Ф, 
по доказательству а) эффективно сводится к вопросу о том, истинно ли 
в арифметике |3ф(а), где ^Ф(хг) получается из аф(хг; R) заменой символа R 
на формулу, определяющую множество номеров формул из Т, а а — номер 
множества р, другими словами, к вопросу о том, принадлежит ли номер 
условия р множеству, определяемому формулой |3ф. По этой формуле эф­
фективно находится некоторое натуральное m и, например, 2 т — индекс: 
множества, определяемого этой формулой. По индексу эффективно строится 
алгоритм с оракулом, который для оракула 0((О) вычисляет характеристи­
ческую функцию: множества, определяемогот формулой (Зф. 
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§ 3. Богатые теории 

Через Э (Т) обозначим класс экзистенциально замкнутых в теории Т 
систем. 

Теорию Т конечной сигнатуры назовем почти богатой, если существует: 
такая формула 0Г (х, у, и) этой сигнатуры, что 

а) Т имеет модели и является арифметической совокупностью формул,, 
а Э (Т) состоит только из бесконечных систем; 

б) для каждой А £ Э (Т) и каждого конечного Н ^ | А |2 найдется такой 
набор с £\ А |, что 

(1) Н = {(а, Ъ) е \А |2 | 9Г (а, Ъ, с) истинно в А}; 
в) для каждой А £ Э (Т) и каждого набора с £ I A | множество, стоящее 

в правой части равенства (1), конечно. 
Как обычно, под и мы здесь понимаем конечную последовательность 

символов предметных переменных. Запись Q(x, у, и) означает, что в 0 нет 
«свободных вхождений переменных, отличных от х, у, и символов из после­
довательности и. «0(а, Ъ, с) истинно в А» — это сокращение фразы «0(#, у, и) 
истинно в Л, когда х и у принимают значения а и Ъ, и — {щ,\ . ., us), 
с = (сг, . . ., cs) и их, . . ., us принимают значения сг, . . ., cs». «с £ \А |» 
используется как сокращение для «каждый элемент последовательности с 
является элементом | А |». 

Через М(Т) обозначим класс всех систем, которые являются подсистема­
ми моделей теории Т, а через Мп(Т) — класс всех ^-порожденных систем 
из М(Т). Если А £ Мп(Т), мы будем рассматривать обогащение А, добавляя 
к 4 в качестве выделенных элементов все элементы некоторого тг-элементного 
множества, порождающего А. Если %, . . ., ап — новые выделенные эле­
менты, то это обогащение обозначим через (А; а±, . . ., ап). Из одной Ат 
вообще говоря, можно получить таким образом различные обогащения,, 
и через М'п(Т) мы обозначим класс всех таких обогащений систем из Мп(Т). 
Сигнатура класса М'п(Т) получается из первоначальной сигнатуры Q до­
бавлением п нульместных символов операций dx, . . ., dn. Новую сигнатуру 
обозначим через Qn. 

Скажем, что подкласс К класса М%(Т) элементарно определим (определим 
формулой типа/) в классе L с: М(Т), если существует такая формула (форму­
ла типа у) Ф(хг, . . ., хп), что для каждой В £ L и каждых аг, . . ., ап £ Вг 
порождающих подсистему А системы В, Ф(а1? . . ., ап) истинно в В тогда 
и только тогда, когда А £ К или (А; %, . . ., ап) £ К. Скажем, что эта 
Ф(хг, . . ., хп) определяет К в L. В этом определении либо к = О, и тогда 
М*(Т) есть Мп(Т), либо к = 1, и тогда М*(Т) есть М'п(Т). 

Т е о р е м а 1. Пусть Т — почти богатая теория. 
а) Для любой формулы типа III Ф, не имеющей свободных вхождений 

символов из последовательности (2) § 1, найдется формула W логики предика­
тов первого порядка с теми же свободно входящими символами предметных 
переменных, что и у Ф, что для любой системы А из Э(Т) при любых значен 
ниях свободных переменных истинность Ф в А совпадает с истинностью W. 

б) Подкласс К класса М'п(Т) элементарно определим в классе Э{Т) тогда 
и только тогда, когда существует такая замкнутая формула типа III сигна­
туры Qn, что к К принадлежат те и только те системы из М'п(Т), в кото­
рых эта формула истинна. 

в) Подкласс К класса Мп(Т) элементарно определим в классе Э(Т) тогда 
и только тогда, когда существует такая замкнутая формула типа III 
сигнатуры Q, что к К принадлежат те и только те системы из М(Т)Т 
в которых эта формула истинна. 
5* 
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г) Подкласс К класса М^ (Т) элементарно определим в классе Э (Т) тогда 
и только тогда, когда К определим формулой типа III в М(Т), где либо 
к = 0, либо к = 1. 

Д о к а з а т е л ь с т в о , а) Чтобы получить формулу W из формулы 
Ф, достаточно, очевидно, Ф заменить сначала на эквивалентную формулу 
типа I Фх, а потом в Ф± каждое вхождение Я,-(^, t2) заменить на вхождение 
6T(£i> *2i и1), (3#г) заменить на (3^) и (V#*) заменить на (V^), где 
последовательности символов переменных и1 подобраны попарно не пере­
секающимися и не имеющими общих символов с Ф1? а «(Зи1)» или «(Vu1)» 
означает «(ЗЦ) . . . (Зи1)» или, соответственно, «(Угг}) . . . (V )̂*», 
если и = <и|, . . ., ul

s). 
в) и г) легко следуют из б). Например, если К ^ Мп{Т) элементарно 

определим в Э(Т) формулой Ф(х±, . . ., хп), то пусть 
Кг = {(Л; аг, . . ., ап)\ В £Э (Т); а±, . . ., ап порождают А 

в В; Ф(%, . . ., ап) истинно в В). 
Тогда Кг ^ М'п(Т) и Кг элементарно определяется Ф(хг, . . ., хп) в Э(Т). 
Пусть ^(с?!, . . ., dn) — формула типа III, существование которой утвер­
ждается в б). Пусть W(xly . . ., хп) — формула типа III сигнатуры Q и 

:4?"(di, . . ., dn) получается из W(x±, . . ., хп) заменой хг, . . ., хп на d1? . .,. 
. . ., dn. Пусть 0(z/, Хц . . ., хп) — формула типа II сигнатуры Q, утвер­
ждающая, что у есть терм сигнатуры Q, переменные которого содержатся 
среди xXj . . ., хп, а вх(г/, хг, . . ., хп) — эквивалентная формула типа III. 
Специализируя в Wfa, . . ., хп) кванторы по предметным переменным по 
формуле 0х(-, хг, . . ., хп), а подформулы Щх^ . . ., хп) вида (3<?г)Чг

1 
&(VQiWi, заменяя, соответственно, на (3Qi)(y(Qi) Л ^ i ) и (4Qi)(v(Qi)-+- ^i)» 
где Y((?I) есть 
(3Qt)(Q1 = <?2 Л (V<?3)(V<?4)(«?2«?3) Л Q,(Qi))-* 

получим формулу типа III 62(#i, • . -, хп), которая утверждает, что в под­
системе, порожденной хг, . . ., хп, истинна Т ^ , . . ., хп). Теперь формула 
(3^) . . . (3xn)(Vz/)(4F(x1, . . ., хп) Л ©i(*/> ях, • • •, ^ ) ) годится в качестве 
формулы типа III, существование которой утверждается в в). При этом фор­
мула типа III 62(^i, • . ., хп) определяет К в М(Т). 

Докажем б). Достаточно, в силу а), только показать, что если К опре­
деляется в Э(Т) формулой Ф{хг, . . ., хп), то существует формула типа III 
сигнатуры Qn, замкнутая и такая, что к К принадлежат те и только те систе­
мы из Мп{Т), в которых эта формула истинна. 
I* Пусть А' = (А; % , . . . , ап) £ М'п{Т). Через Д(Л') обозначим совокуп­
ность всех замкнутых базисных формул сигнатуры Qn, истинных в А'. Рас­
смотрим теорию Т U А(А'). Пусть G является (Т (] Д(Л'))-генерической 
системой. Можно считать, что dl9 . . ., dn интерпретируются в G как %, . . . 
• . ., ап и порождают в G подсистему А. По определению, A' d К влечет, 
что в G истинна Ф^, . . ., dn) и, значит, существует условие р s D(G), что 

Р |(-ГиА(А')Ф№» ••> dn)-
Наоборот, если существует (Т (J Д(Л'))-условие р, форсирующее в Т [} Д(Л') 
формулу Ф(^!, . . ., dn), то по лемме 2 § 2 существует такая (Т (J Д(Л'))-
генерическая система G, что р ^ DX(G) для некоторой нумерации т систе­
мы G. Значит, в G истинна Ф(йх, . . ., dn), а тогда А' £ К. Итак, 

(2) Л ' £ i^ <=> (существует такое условие р, что 
Р 1ЬгиА(А')фК» • • •• dn)). 
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Осталось заметить, что правая часть (2) равносильна истинности в А' 
некоторой замкнутой формулы типа III сигнатуры Qn. Пусть а(жх; Ra)) — 
формула арифметики, определяющая множество номеров условий, форси­
рующих Ф(й1? . . ., dn) в теории сигнатуры Qn, множество номеров формул 
которой определяется i? (см. лемму 9 § 2). Легко построить формулу типа III 
®(Qi> dn . . ., dn), которая в А' определяет множество номеров формул из 
Т Q А(^.')- Если Q'iQi) — формула типа III, определяющая множество 
номеров формул из Т, ®r{Q1, Q2) — формула типа III из леммы 6 § 1, то 
@(<?i; di, - . ., dn) есть 

®'((?i) V (®°(Qii 0) A Qi — номер базисной формулы). 
Рассматривая формулу типа IV а * ^ ; i?), полученную из а{х^ К) по лем­
ме 3 § 1, и заменяя в ней вхождения R{Qt) на вхождения B(Qt\ dx, . . ., dn), 
получим формулу типа HI ®i(Qi, dx, . . ., dn), которая в А' определяет 
множество номеров условий, форсирующих Ф(йг, . . ., dn) в Т [} А{АГ). 
Навешивая на Q1 квантор существования, получим искомую формулу. 

Т е о р е м а 2. Пусть Т — почти богатая теория сигнатуры Q. 
а) Никакой подкласс К класса Э(Т) не является аксиоматизируемым, 

т. е. не существует такого множества 2 замкнутых формул сигнатуры Q, 
что в К входят те и только те системы сигнатуры Q, в которых истинны 
все формулы из 2 . 

б) Класс Т-генерических систем аксиоматизируем в классе Э (Г), т. е. 
существует такое множество 2 замкнутых формул сигнатуры Q, что экзи­
стенциально замкнутая в Т система является Т-генерической тогда и только 
тогда, когда в ней истинны все формулы из 2 . В частности, система из Э(Т)Т 
элементарно эквивалентная Т-генерической, сама является Т-генерической. 

Д о к а з а т е л ь с т в о , а) Для любой А £ Э (Т) легко построите 
пользуясь теоремой компактности, элементарное расширение, в котором 
для некоторого набора с существует бесконечно много пар (а, Ъ) таких, что 
0Т (а, Ь, с) истинно. По определению почти богатой теории такое элементар­
ное расширение системы А не является экзистенциально замкнутой в Т 
системой. 

б) Для произвольной формулы Ф(^х, . . ., хп) сигнатуры Q найдем 
такую формулу типа III вф (хг, . . ., хп), что вф истинна в системе А для 
alf . . ., ап из | А | тогда и только тогда, когда найдутся условие р и a n + i , . . . 
. . ., an+s из | А | такие, что р ||—. Ф(сь . . ., сп), встречающиеся в р фор-
синговые символы содержатся среди съ . . ., сп, сп+1, . . ., cn+s и все форму­
лы из р истинны в А, когда значение ct есть at для i = 1, . . ., п + s. Такая 
@Ф по теореме 1 эквивалентна в классе Э(Т) некоторой элементарной форму­
ле. Легко видеть, что G из Э(Т) является Г-генерической тогда и только 
тогда, когда 

(V^) . . . (Чхп)(Ф(хг, . . ., хп)<^вф{х11 . . ., хп)) 
истинно в G для всякой формулы Ф(#1, . . ., хп) сигнатуры Q. Для доказа­
тельства достаточно рассмотреть такую нумерацию G, при которой каждый 
элемент имеет бесконечно много прообразов. Формула типа III вф (х±, . . ., хп) 
есть дизъюнкция формул 

(Зхп+1) . . . (3xn+s) p\ 
по всем таким условиям р, что р\\—Ф{с±, . . ., сп) и встречающиеся в р 
форсинговые символы содержатся среди съ . . ., cn+s, а р' получается из р 
заменой с19 . . ., cn+s на х±, . . ., xn+s (см. лемму 9 § 2), р[ — конъюнкция 
всех формул из р'. 

Пусть (А; %, . . ., ап) £М'п{Т). Совокупность номеров всех базисных 
формул сигнатуры Qn, истинных в (А; %, . . ., ап), будем называть пробле­
мой равенства для (А; аг, . . ., ап). Скажем, что множество X некоторых 
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натуральных чисел рекурсивно выделяется в своем надмножестве Y, тоже 
состоящем из натуральных чисел, если существует такое рекурсивное мно­
жество Z, что Y П Z = X. 

Т е о р е м а 3. Пусть Т — почти богатая теория. 
а) Если А' £ М'п{Т) и А' имеет арифметическую проблему равенства, 

то класс всех систем, изоморфных А', элементарно определим в Э(Т). 
б) Если проблема равенства для А' из М'п(Т) является арифметической 

относительно некоторого своего подмножества X, которое неявно определимо 
s арифметике и рекурсивно выделимо в проблеме равенства для А', то класс 
всех систем, изоморфных А', элементарно определим в Э(Т). 

Д о к а з а т е л ь с т в о , а) следует из б) и само по себе тривиально, 
так как в качестве формулы, определяющий класс систем, изохморфных А1, 
можно взять конъюнкцию всех таких базисных формул Ф(х±, . . ., хп) 
сигнатуры Q, что Ф{о1г, . . ., dn) истинна в А'. 

б) Пусть Y — рекурсивное множество, которое в пересечении с пробле­
мой равенства для А' дает X. Пусть y2{xi) — формула арифметики, опре­
деляющая Y, a q?i(/?) — формула арифметики, которая неявно определяет X. 
Пусть проблема равенства для А' определяется относительно X формулой 
арифметики rp3(#i; В). Пусть, наконец, в(^х; хг, . . ., хп) — формула ти­
па III, истинная в алгебраических системах В нашей сигнатуры для 
Q', Ьг, . . ., Ъп тогда и только тогда, когда Q' — натуральное число из 
проблемы равенства для (Вг; Ьх, . . ., Ъп), где В' порождается в В элемента­
ми Ъг, . . ., Ъп. Применяя лемму 3 § 1 к формулам фх, ф2, ф3, получаем 
формулы типа IV ф?(.Д), <pj((>i), Ф?((?ь В). 

Все вхождения подформул B(Qt) в ф̂  заменим на вхождения 
6(&; хх, . . ., xn)A<P*2(Qi)-

Получим формулу типа III 8i(#i, . . ., хп), истинную в В для Ъг, . . ., Ъп £ 
£ | В | тогда и только тогда, когда проблема равенства для (В'; Ъх, . . ., Ъп) 
в пересечении с Y дает X. 

Пусть S2(Q1; хх, . . ., хп) есть e(Q±; хг, . . ., ^ Л ф * ^ ) - Я С Н О > Ч Т О ®2 
истинна в В для Q', Ъг, . . ., Ъп, для которых проблема равенства для 
{В'; Ьг, . . ., Ъп) в пересечении с Y дает X, тогда и только тогда, когда 
V ex. 

Заменим в ф*((?1; В) все вхождения подформул B(Qt) на формулы ти­
па III 02((?*; хх, . . ., хп). Получим формулу типа HI ®3(Qi> xn • • •> хп)-> 
истинную в В для Q', Ъх, . . ., Ъп, для которых проблема равенства для 
{В'; Ьъ . . ., Ъп) в пересечении с Y дает X, тогда и только тогда, когда Q' 
принадлежит проблеме равенства для А'. Искомая формула типа III теперь, 
очевидно, есть 

в1(х1, . . ., o:n)A(V(?i)(e(<?1; хг, . . ., хп) +-> SsiQi, хг, . . ., хп)). 
Напомним, что элементарной теорией класса алгебраических систем 

одной сигнатуры называется совокупность номеров всех замкнутых формул 
этой сигнатуры, истинных во всех системах этого класса. 

Т е о р е м а 4. Пусть Т — почти богатая теория. Тогда 
а) элементарная теория класса Э (Т) является Щ-множеством; 
б) если класс систем, изоморфных А' из М'п(Т), элементарно определим 

в классе Э (Т), то проблема равенства для А' является гипер арифметической. 
Д о к а з а т е л ь с т в о , а) Пусть Тг — элементарная теория клас­

са Э (Т), а 2 — множество замкнутых формул нашей сигнатуры, истинных 
в некоторой системе из Э (Т). Достаточно показать, что множество 2* номе­
ров всех формул 2 есть 2}-множество. Для этого по произвольной замкнутой 
формуле Ф нашей сигнатуры надо эффективно написать формулу арифметики 
ОФ(Л, . . ., fu, Ри • • •> pi)i\ которая утверждает, что Д, . . ., fk, Рг, . . . 
Л . ., PL определяют на натуральных числах алгебраическую систему нашей 
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сигнатуры, в которой истинна формула Ф и которая является экзистенциаль­
но замкнутой в теории Т. Здесь (/х, . . ., fh; Ръ . . ., Рг) — это наша 
сигнатура. 

То, что алгебраическая система А является экзистенциально замкнутой 
в Т, означает, что множество формул Т [] D(A) непротиворечиво и из него 
выводима любая замкнутая ^-формула сигнатуры QA, истинная в (А; а)а е\А\> 
Здесь QA обозначает обогащение нашей сигнатуры нульместными символами 
операций са для каждого а £ | А \, (А; а)а G i A i — это соответствующее 
обогащение А, в котором са интерпретируется как а для а £ | А \, D(A) — 
это множество всех замкнутых базисных формул сигнатуры QA, истинных 
в (А; а)ае\А\. 

Так как элементарная подсистема системы из Э (Т) снова лежит в Э (Г), 
то из Ф £ 2 следует, что Ф истинна в некоторой счетной системе из Э (Т). 
Значит, Ф £ 2 тогда и только тогда, когда в арифметике истинна 

(3/х) . . . (Э / к )№) . . . (ЗРг)«Ф. 
Отсюда следует, что 2 * является 2}-множеством. 

б) Пусть класс систем, изоморфных А' £ М'п(Т), элементарно определим 
ъ Э (Т) формулой Ф(хъ . . ., хп). Тогда для каждой базисной формулы 
<х{хг, . . ., хп) нашей сигнатуры тогда и только тогда а{йг, . . ., dn) истинна 
в А', когда 

(V^) . . . 0/хп)(Ф(хг, . . ., хп) ->• а{хг, . . ., хп)) 
лежит в Т±, и тогда и только тогда, когда 

(Эях) . . . (Эжп)(Ф(а:1, . . ., хп) Д Фи • • ., хп)) 
лежит в 2 . Следовательно, проблема равенства для А' является одновремен­
но как 21-множеством, так и Щ-множеством, значит, является гиперарифме­
тическим множеством. 

Напомним, что рекурсивной перестановкой N называют общерекурсив­
ную функцию, одно-однозначно отображающую N на N. Если / — рекурсив­
ная перестановка N, A gz N и В = /(Л), то говорят, что А и В рекурсивно 
изоморфны. 

Т е о р е м а 5. Пусть Т — почти богатая теория и для произвольного 
множества X нечетных натуральных чисел существуют натуральное п 
и А' £ М'п(Т), что проблема равенства для А' содержит множество Y, рекур­
сивно изоморфное X, Y рекурсивно выделяется в проблеме равенства для А1 

и эта проблема равенства является арифметической относительно Y. Тогда 
а) для каждого гиперарифметического множества X найдутся натураль­

ное пи А' £ М'п(Т) такие, что X рекурсивно относительно проблемы равенства 
для А' ,а класс систем, изоморфных А', элементарно определим в классе Э (Т); 

б) элементарная теория класса Э (Т) не является гипер арифметическим 
множеством и, значит, является Щ-, но не ^-множеством. 

Д о к а з а т е л ь с т в о , а) сразу следует из теоремы 3. При этом надо 
использовать два факта. Во-первых, для любого гипер арифметического мно­
жества X существует неявно определимое в арифметике множество Y, в кото­
ром X рекурсивно, но Y не является рекурсивным в X. Во-вторых, мно­
жество, рекурсивно изоморфное неявно определимому в арифметике, само 
неявно определимо в арифметике. 

б) Если класс систем, изоморфных А' £ М'п(Т), элементарно определим 
в Э (Т), то проблема равенства для А' сводится к элементарной теории клас­
са Э (Т). Из этого и а) следует, что элементарная теория класса Э (Т) не 
является гипер арифметической. 

Т е о р е м а 6. Пусть Т — такая почти богатая рекурсивно пере­
числимая теория со свойством совместного вложения, что существует замкну­
тая ^^формула Ф нашей сигнатуры, совместная с Т и такая, что для любого 
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натурального п и любой А' £ М'п(Т) из того, что Ф истинна в А', следует, 
что проблема равенства для А' не является рекурсивной. Тогда существуют 
такое натуральное п и такая А' £ М'п(Т), что проблема равенства для А' 
является гиперарифметической, но класс систем, изоморфных А1, не является 
элементарно определимым в Э (Т). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . По лемме 9 § 2 можем, как в лемме 2 § 2Г 
построить Г-генерическую систему G так, что полученное при построении 
множество £оо будет рекурсивным относительно 0^\ Так как G экзистен­
циально замкнута в Г, а Г имеет свойство совместного вложения, формула Ф 
истинна в G. Можем найти конечно порожденную подсистему А системы G, 
в которой Ф тоже истинна. Пусть аг, . . ., ап порождают А в G. Тогда пробле­
ма равенства для (А; аг, . . ., ап) не является рекурсивной и, по следствию 
из леммы 4 § 2, можем найти Г-генерическую систему, в которую А но 
вкладывается изоморфно. С другой стороны, проблема равенства для 
(А; ах, . . ., ап) рекурсивна относительно 0<со) и, значит, гиперарифмети­
ческая. Если бы класс систем, изоморфных (А; аг, . . ., ап), был элементарно 
определим в Э (Т), мы получили бы противоречие с тем, что любые две Г-гене-
рические системы элементарно эквивалентны. 

Т е о р е м а 7. Пусть {р* И € I\) u {at И 6 А} — такие две счетные 
совокупности тьюринговых степеней, что для каждых попарно различных 
h hi • • •» J m ^ i верно, что pt ^ ot, и не верно, что 

Pi < oh U • • • U а |да. 

Пусть Т — такая почти богатая рекурсивно перечислимая теория со свой­
ством совместного вложения, что для каждого i £ 1г существуют натураль­
ное nt и А\ £М'щ (Т), что проблема равенства для А\ имеет тьюрингову 
степень, лежащую между pt uot, а класс систем, изоморфных А\, элементар­
но определим в Э (Т). Тогда существует такое множество континуальной 
мощности экзистенциально замкнутых в Т систем, любые две системы из; 
которого не являются элементарно эквивалентными. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Будем придерживаться обозначений из § 2Г 
введенных там перед леммой 4. 

Сначала для каждого / cz /± построим такую Г*-генерическую систе­
му Gj, в которую A t не вкладывается изоморфно для каждого i £ 1\ — I. 
Пусть Фг(#1, . . ., хп) определяет А\ в Э (Т) и пусть I ж Г — два подмно­
жества Ix, i £ / и i (J Г, Тогда в GT истинна 

(3^) . . . (Зхп.)Фг(х19 . . ., хп.), 

но эта же формула ложна в Gj*. 
Пусть i £ 1г — I. По лемме 4 § 2 достаточно только проверить, что для 

любого условия р для теории Г* и любых замкнутых термов t±, . . ., tn. 
расширенной сигнатуры найдется такая Ф £ А(А1), что Г* (J p совместна 
с '~]Ф\ где Ф' получается из Ф заменой d\, . . ., d\. на t±, . . ., tn.. Если 
это не так, то рассмотрим те к £ / , что № встречается в р или tx, . . ., tn.+ 
Пусть эти к есть гг, . . ., im. Если Ф £ А(А1) и ~Т]Ф' совместна с 

г1 = ги.Д(4/1)и -..U (AiJ[) p, 
то ~~|Ф' совместна и с Г* (J Р- В самом деле, если S' — модель Т1 (J {~]Ф'}, 
а В[ — модель Т ж &(А]) для каждого / € I —{hi • • •» *m}> то> обозначив 
через В и Вх обеднения систем В' ж В\ до систем первоначальной сигнатуры, 
мы можем найти модель В2 теории Т, в которую В и Вг изоморфно вклады­
ваются. Припишем теперь символам df и форсинговым символам из р и Ф' 
в качестве значений в В2 образы при изоморфном вложении В в В2 значений 
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этих символов в В' (здесь к £{£1? . . ., im}, а / = 1, . . ., nk). Символам d) 
при I £ / —{£1? . . ., im} (j = 1, . . ., п{) припишем в качестве значений 
в В2 образы при изоморфном вложении Вг в В2 значений этих символов в В\, 
В результате получим такое обогащение В2, которое является моделью 
Т* [J p (J {~~]Ф'}, а это противоречит сделанному допущению. Итак, из Т1 

выводимы все формулы Ф' для Ф £ А(А\). Но множество всех формул, выво­
димых из Г1, рекурсивно перечислимо относительно А{А[ ) U • • • U &(A'i )• 
Повторяя рассуждения из следствия леммы 4 § 2, получим, что проблема 
равенства для А(А1) сводится по Тьюрингу к проблемам равенства для 
А{А\), . . ., А(А\ ). Если тьюринговы степени проблем равенства для 
А{А\), А(А1), . . ., А(А\ ) обозначить через т, т1? . . ., хт, то т ^ хг U . . . 
. . . U хт. Так как pt < т < at и р*. < т7- < at. для / = 1, . . ., т, то 

9i < тх U •. • • U т т < ог-х U • • • U Oim, 
а это противоречит условию теоремы. 

З а м е ч а н и е . Если дополнительно для каждого i £ 1г класс систем, 
изоморфных А\, определяется в классе Э (Т) Пт-формулой, то Gx и G r для 
различных подмножеств / и Г множества 1г различаются 2т+1-формулой. 

Мы закончим ЭТОТ параграф, выделив в одном месте условия на тео­
рию Т, которые гарантируют, что для Т выполняются заключения всех 
теорем 1—7. 

Теорию Т назовем богатой, если Т — почти богатая рекурсивно пере­
числимая теория со свойством совместного вложения и 

а) для каждого множества X нечетных натуральных чисел существуют 
натуральное п и А' £ М'п(Т), что проблема равенства для А' содержит такое 
множество Y, рекурсивно изоморфное X, что Y рекурсивно выделяется 
в этой проблеме равенства и эта проблема равенства рекурсивна относи­
тельно У ; 

б) существует совместная с Т замкнутая Ех-формула Ф нашей сигнату­
ры, истинность которой в произвольной системе А' из М'п(Т) влечет, что 
проблема равенства для А' не является рекурсивной. 

Т е о р е м а 8. Пусть Т — богатая теория. Тогда 
а) элементарная теория класса Э (Т) является Щ-, но не ^-множеством; 
б) для каждого гиперарифметического множества X найдутся натураль­

ное п и А' £ М'п{Т) такие, что X рекурсивно относительно проблемы ра­
венства для А', а класс систем, изоморфных А', элементарно определим 
в Э (Т); 

в) существуют такие натуральное п и А''•£ М'п(Т), что проблема ра­
венства для А' является гиперарифметической, но класс систем, изоморфных 
А\ не является элементарно определимым в Э (Т); 

г) существует такое множество континуальной мощности экзистен­
циально замкнутых в Т систем, любые две системы из которого не являются 
элементарно эквивалентными. 

Д о к а з а т е л ь с т в о , а) и б) следуют из теоремы 5. Надо только 
заметить, что среди арифметических относительно Y содержатся все мно­
жества, рекурсивные относительно У . в) следует из теоремы 6. 

Докажем г). Как замечено в § 0, существует такая счетная совокупность 
арифметических тьюринговых степеней {xt \ i £ / х } , что для попарно различ­
ных i, ix, . . ., im из 1г степень xt не сводится по Тьюрингу к х\ U • • • U T* • 
Выберем для каждого i £ / арифметическое множество Xt нечетных нату­
ральных чисел, лежащее в степени xt. Найдем натуральное п л А\ 6 М'п(Т)г 
что проблема равенства для А\ содержит такое Yt, рекурсивно изоморфное Xt, 
для которого проблема равенства для А\ рекурсивна относительно Y\, a Yb 
рекурсивно выделяется в проблеме равенства для А[. Так как тьюрингова 
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степень Yt тоже есть xt и Yt тоже является арифметическим множеством, 
то проблема равенства для А\ является арифметической и ее тьюрингова 
степень лежит между xt и %\. Из теоремы 3, а) следует, что класс систем, 
изоморфных Аи элементарно определим вЭ (Т). Теперь г) следует из тео­
ремы 7. 

Отметим еще другой способ доказательства теоремы 8, г), не исполь­
зующий теоремы 7. 

Разобьем класс К алгебраических систем одной сигнатуры на подклас­
сы, относя к одному подклассу элементарно эквивалентные системы. Эти 
подклассы называются элементарными типами в К. 

Т е о р е м а 9 (Дж. Гиршфельд [42]). Пусть в классе Э (Т) для имеющей 
.модели арифметической теории Т имеется менее континуума элементарных 
типов. Тогда в Э (Т) число элементарных типов конечно или счетно, элемен­
тарная теория класса Э(Т) является гиперарифметической и элементарная 
теория каждой системы из Э(Т) тоже является гипер арифметической. 

Из теорем 8, а) и 9 следует теорема 8, г). 
Из теоремы 2 следует, что не является почти богатой каждая теория Т7, 

для которой класс Э(Т) аксиоматизируем. Например, теории полей и абеле-
вых групп не являются почти богатыми. 

Совокупность Т всех истинных в арифметике замкнутых П2-формул 
сигнатуры 

Q = <0, ', + , •} 
доставляет пример почти богатой теории со свойством совместного вложения, 
не удовлетворяющей условиям а) и б) из определения богатой теории и не 
являющейся рекурсивно перечислимой. Поясним, как для этой Т выбрать 
6Г (х, г/, и) из определения почти богатой теории. В [42] указана такая 
формула Фг(х) сигнатуры Q, что для каждой А £ Э(Т) 

N = {а 6 \ А | | Фг(а) истинно в А}. 
Из теоремы Ю. В. Матиясевича о диофантовости рекурсивно перечислимых 
множеств следует существование 2х-формулы ¥(#, г/, z) сигнатуры Q, равно­
сильной в арифметике «К(х, у) определено и равно 2», где К{х, у) — универ­
сальная функция Клини. Формулы 

(V*)(Vz/)(VZl)(Vz2)(m*, У, Ч) Л Пх, у, * , ) ) - * ! = z2), 

(Va )̂ . . . (V*n)(V&) . . . (Vyn)(3s) (( Л *i Ф х,) -> Л Щх, xi, yt)) 
1^г<;^п г=1 

истинны в любой системе из Э(Т). Значит, в качестве 6Т(#, у, и) годится 
формула 
(Зи^Зи^Ф^щ) Д ®i(u2) А'щ +Щ = 

= " з Л Oi(u8) Л ^(и4, щ, х) Л Т(и5, и±, у))у 

и = (щ, щ, иъ). 

§ 4. Некоторые примеры богатых теорий 

В этом и в следующих параграфах мы покажем, что многие естественные 
теории являются богатыми. Пока мы рассмотрим теории групп, групп без 
кручения, полугрупп, полугрупп без кручения, полугрупп с сокращением. 
Для проверки того, что эти теории являются почти богатыми, полезна будет 
следующая простая 
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Л е м м а 1. Пусть Т — такая имеющая модели арифметическая сово­
купность замкнутых формул одной конечной сигнатуры, что Э(Т) состоит 
только из бесконечных систем. Для того чтобы Т была почти богатой теори­
ей, необходимо и достаточно, чтобы существовали формулы Фг(х, zx) и 
Ф2(х, у, z2), удовлетворяющие условиям: 

а) для каждого натурального п и для каждой А £ Э(Т) найдется такой 
набор сх £ | А |, что множество всех а £ \ А \, для которых в А истинно 
Фа(а, сг), конечно и содержит более п элементов; 

б) для любой А £ Э(Т) и любого набора сх £ | А \ множество 

{а £ j А | | Фг{а, сг) истинно в А} 
конечно; 

в) для каждой А £ Э(Т) и любой конечной функции f ^ \ A \ X \ A \ 
найдется такой набор с2 £ \ А |, что для всех а из области определения f 
и для всех Ь £ [ А \ тогда и только тогда Ф2{а, Ъ, с2) истинно в А, когда 
/(а) = Ъ. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Необходимость очевидна. Для доказатель­
ства достаточности заметим, что в качестве формулы QT(x, у, и) из определе­
ния почти богатой теории можно взять формулу 
<3^1)(Ф1(^1, zx) Л Фа(*1. х, Ч) Л Фа(*1. 0. *з)) Л 

Л Л (V*!)(V:ca)(V*s)(№i(*i, h) Л Л Фа(*ь **. *J)) -* ^ = хь). 
2=2 k=2 

Здесь и — zx z2 z3-
1. Группы. Сигнатура теории групп—{•, ~1, 1>. Г — конечное мно­

жество аксиом группы. 
Л е м м а 2 (М. Ю. Трофимов [22]). Существует терм t(x, z) сигнатуры 

теории групп такой, что для любой группы G, любой функции f s G X G 
найдутся группа Gx, расширяющая G, и набор с £ Gl4 что 

f(a) = t{a, с) для всех а £ {х £ G | (Зг/) (х, у) £ /} . 

Л е м м а 3 (А. Макинтайр [46]). Пусть G — экзистенциально замкну­
тая группа и а, Ъ — элементы G. Для того чтобы элемент а принадлежал 
подгруппе группы G, порожденной элементом Ъ, необходимо и достаточно, 
чтобы в G было истинно 

(Ух)(Ьх = хЪ -> ах = ха). 
Из лемм 1, 2, 3 легко следует, что Т — почти богатая теория. В самом 

деле, в качестве формулы Ф±(х, %) в лемме 1 возьмем формулу 
Щх, Zl) A {zx = 1 v РУ,)(У, Ф1 Л v(yt, h) Л 

Л (V?,)((y, # 1 Л ч^з, »,)) -> 4(yt, у.)))), 
где Т ^ и #2) е с т ь (^3)(л;2:гз = ^3^2 ~^ х\хъ = #3#i)- Легко понять, что 
Ф^х, Zx) утверждает, что z± порождает конечную подгруппу, содержащую х. 
В качестве Ф2(х, у, z2) годится формула у = t(x, z2), где t — терм из лем­
мы 2. 

Проверим, что Т — богатая теория. Ясно, что Т рекурсивно перечисли­
ма и обладает свойством совместного вложения. 

Пусть X — произвольное множество натуральных чисел. Через Н(Х) 
обозначим конечно порожденную группу, множество образующих которой 
есть {а, с}, где с — конечный набор символов в том же числе, что и в набо­
ре z терма t(x, z) из леммы 2, а множество определяющих соотношений есть 

{t{a\ с) = 1 1 п 6 X). 
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В силу леммы 2 и теоремы компактности, элемент а порождает в Н(Х) бес­
конечную подгруппу и t(an, с) Ф 1 в Н(Х) для п (J X. Ясно также, что мно­
жество номеров равенств из проблемы равенства для Н{Х) рекурсивно пере­
числимо относительно X. 

Если X — множество нечетных чисел, то X рекурсивно изоморфно 
множеству Y номеров равенств из множества 

{t(an, с) = 1\пеХ). 
Кроме того, Y рекурсивно выделяется в проблеме равенства для Н(Х), так 
как Y есть пересечение проблемы равенства для Н(Х) с множеством номеров 
всех равенств вида 

t(an, с) = 1. 
Осталось проверить, что условие б) из определения богатой теории 

тоже выполнено х). 
В самом деле, если 1 и 7 — рекурсивно перечислимые, непересекающие­

ся и рекурсивно не отделимые множества натуральных чисел, то всякая 
группа G, порождаемая а, Ь, с, для которых в G выполняются условия: 
t(an, с) = а (п £ X), t(an, с) = Ъ (п £ У), аф Ь, не может иметь рекурсивной 
проблемы равенства (t(x, z) — здесь опять терм из леммы 2). Группу с обра­
зующими а, Ь, с и определяющими соотношениями t(an, с) = а (п 6 -X")»-
t(an, с) = Ъ (п £ Y) по теореме Хигмэна [41] можно вложить в конечно опре­
деленную группу Н. В качестве W возьмем конъюнкцию определяющих 
соотношений Н, равенств, выражающих а, Ь, с через образующие группы Нт 
и неравенства а Ф Ъ. Если # имеет образующие х^ . . ., #s, то в качестве Ф 
возьмем 

(3^) . . , (Эх8)(Эа)(ЗЪ)(ЗсУ¥. 
Эта Ф удовлетворяет условию б) из определения богатой теории. 

2. Группы без кручения. Сигнатура та же, что и у теории групп. Т сос­
тоит из конечного множества аксиом группы и из аксиом 

(Чх)(хп = 1 -> * = 1) (п = 2, 3, . . .). 
Для групп без кручения имеет место аналог леммы 2 и годится тот же 

терм, что и в лемме 2. Доказательство получается дословным повторением 
доказательства из [22], если принять во внимание, что для каждого изомор­
физма ф подгруппы Н в группу G без кручения найдутся группы без круче­
ния 6?х ^ G и t g 6?!, что cph = tht"1 в G± для любого h £ Н. Доказательство 
последнего утверждения приведено, например, в доказательстве леммы 1 
из § 38 книги [14] или в доказательстве леммы 2 приложения 1 в книге [25]. 
Надо только принять еще во внимание хорошо известный факт, что свободное 
произведение групп без кручения с объединенной подгруппой является 
группой без кручения. Аналог леммы 3 тоже верен для групп без кручения. 
В качестве Фг(х^ zx) в лемме 1 годится формула 

Т(иа, щ) А Щх, и,) Л Т(ия, х), 
где W(xu x2)9 как и раньше, есть 

(VXQJ^XQX^ — Х%Х3 —> X3Xi = X]X%). 

Здесь zx = {иг, и2). Далее без изменений проходят все рассуждения, что 
и в случае групп, показывающие, что теория Т является богатой. Только 
при проверке выполненности условия б) надо использовать, что любая 
конечно порожденная с рекурсивно перечислимым множеством опреде­
ляющих соотношений группа без кручения изоморфна вкладывается в конеч­
но определенную группу без кручения. Это фактически доказано в приложе­
нии 1 книги [25]. 

г) В [46] это утверждение приписывается Миллеру (С. F. Miller III). 
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3. Полугруппы. Сигнатура теории полугрупп есть(-) . Т состоит из 
одной аксиомы ассоциативности. 

Л е м м а 4 (Л. А. Бокуть [9]). Пусть G — произвольная полугруппа 
и f ^ G X G — произвольная функция. Тогда найдутся полугруппа G±, рас­
ширяющая G, и элементы сг, с2 в Gx такие, что f(a) = c±ac2 для всех элемен­
тов а из области определения /. 

Л е м м а 5 (В. Я. Беляев [61). Пусть G — экзистенциально замкнутая 
полугруппа, а и Ъ — элементы G. Для того чтобы а принадлежал подполугруп­
пе, порожденной в G элементом Ъ, необходимо и достаточно, чтобы 

(Vx)(xbx = Ъх -> хах = ах) 
было истинно в G. 

Действуя далее по той же схеме, что и в случае групп, получим, что 
теория полугрупп тоже является богатой. Вместо ссылки на результат 
Хигмэна надо теперь ссылаться на результат В. Л. Мурского [16]. Заметим 
только, что элемент а порождает конечную подполугруппу тогда и только 
тогда, когда в подполугруппе, порожденной а, есть идемпотент. 

4. Полугруппы без кручения. Сигнатура та же, что и у теории полу­
групп. Т состоит из аксиомы ассоциативности и аксиомы (Ух)х2 Ф х. 

К теории полугрупп без кручения за небольшим исключением примени­
мы те же формулы и рассуждения, что и в случае теории полугрупп. 

Л е м м а 6. Пусть G — полугруппа без кручения и / ^ G X G — 
произвольная функция. Тогда найдутся полугруппа без кручения G±, расши­
ряющая G, и элементы с±, с2 в G1 такие, что f(a)=c1ac2 для всех а из области 
определения /. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Представим G как полугруппу, заданную 
в классе полугрупп множеством образующих, которыми являются все эле­
менты G, и множеством 2 определяющих соотношений, в которое входят 
все верные в G равенства. Пусть G± — полугруппа, заданная в классе полу­
групп множеством G [} {сг, с2) образующих и множеством 

2* = 2 \){f(a) = схас2 \a£G) 

определяющих соотношений. Надо доказать, что G± является полугруппой 
без кручения, расширяющей G. Считаем, что область определения / есть G. 

Пусть W — произвольное слово в алфавите G [) {сг, с2}. W назовем 
редуцированным, если оно не содержит подслов вида схс2 и сгах . . . апс2, 
где %, . . ., ап 6 G. Если W не является редуцированным, то мы можем 
в W любое подслово с1а1 . . . апс2 заменить на f(a1 . . . ап), а слово сгс2 
вычеркнуть. Если вновь полученное слово не является редуцированным, то мы 
можем продолжить эту процедуру. Через конечное число шагов получим 
редуцированное слово, которое, легко видеть, определяется единственным 
образом. Это слово обозначим через red W. 

Легко видеть, что если п > 0 и W0, Wx, . . ., Wn — последователь­
ность слов в алфавите G \] {сх, с2), где Wi+1 получено из Wt элементарным 
преобразованием из 2* для i == 0, . . ., п — 1 (такие последовательности 
будем называть выводами в 2*), то последовательность red W0, red Wx, . . . 
. . ., red Wn есть вывод в 2 . Это доказывает, что Gx — расширение G. 

Если теперь слово W является редуцированным словом в алфавите 
£ U {с1-> с2} и в 2* выводимо равенство WW = W, то в W число вхождений 
буквы сг совпадает с числом вхождений буквы с2. Если теперь WW — реду­
цированное слово, то равенство WW = ^выводится в 2 . Если в этом выво­
де во всех словах вычеркнуть все вхождения букв сх и с2, то выйдет, что в 2 
выводимо И^И^ = Wx для некоторого слова Wx в алфавите G, чего быть не 
может, если Wx не является пустым. Если Wx пусто, то W является словом 
в алфавите {с17 с2}, а тогда равенство WW = W может быть выведено из 2 , 
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только если W — пустое слово. Если же WW не является редуцированным,, 
то из редуцированности W следует, что 

W = WXVXW2V2W3, 
где W±, W2, W3 — слова в алфавите G, Vx — слово в алфавите G (J {с2}г 
начинающееся и оканчивающееся на с2, V2 — слово в алфавите G (J {сг}, 
начинающееся и оканчивающееся на сг, откуда, редуцируя WW, получим 

WXVXW2UW2V2W3, 
где U — слово в алфавите G. Значит, в 2 из W выводимо 

W^W.UW.V.W,, 
откуда W2 = W2UW2 в G. Теперь 

UW2 = UW2UW2 в G. 
При этом слово UW2 не является пустым. Противоречие. 

Л е м м а 7. Пусть G — полугруппа, экзистенциально замкнутая 
в теории полугрупп без кручения, а и Ъ — элементы G. Для того чтобы а 
принадлежал подполугруппе, порожденной Ъ в G, необходимо и достаточно^ 
чтобы в G было истинно 

($x)(xbx = Ъх ->- хах = ах). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Необходимость очевидна. Пусть 

(Vx(xbx = Ъх -> хах — ах) 
истинно в G. Пусть Gx задана в классе полугрупп множеством образующих 
G U {х} и множеством определяющих соотношений 

2 U {хЪх = Ьх}, 
где 2 — множество всех истинных в G равенств. Покажем, что G1 — полу­
группа без кручения, расширяющая G. Ясно, что G1 расширяет G. Допустим,, 
что в Gx существует идемпотент. Тогда для некоторого слова W в алфавите-
G U {х} в 2 U {хЪх = Ъх) = 2 * существует вывод равенства WW = W. 
Ясно, что в W имеются вхождения букв из G, Если во всех словах вывода 
вычеркнуть все буквы х, то получим вывод в 2 некоторого равенства W^WX = 
= Wn где Wx — слово в алфавите G. Противоречие. Таким образом, Gx — 
полугруппа без кручения. Если бы хах Ф ах в Gx, то из экзистенциальной 
замкнутости G следовало бы существование такого у £ G, что уЪу = Ъу 
и уау Ф ау, а это противоречило бы выбору а и Ъ. Значит, хах = ах в G1# 
Рассмотрим вывод в 2 * равенства хах = ах. Пусть это W0 = ах, . . ., Wn = 
= хах. Индукцией по i легко проверить, что в каждом слове Wt каждый 
конечный отрезок, начинающийся с х, после вычеркивания всех вхождений х 
равен в G некоторому слову в алфавите {Ъ}. Это доказывает лемму. 

Теперь легко уже показать, что Т — почти богатая теория. В качестве 
Ф2(х, у, z2), как и раньше, годится формула у = игхи2, где z2 = {щ, и2). 
В качестве Ф±(х, zx) надо взять формулу, утверждающую, что в полугруппе, 
порожденной и3, лежат хж щи существует такой у в полугруппе, порожден­
ной и3, что щ = ху. Здесь % = (и3, щ). То, что теория полугрупп без кру­
чения является почти богатой и удовлетворяет условию а) из определения 
богатой теории, доказывается так же, как и для теории групп. 

Для доказательства выполненности условия б) рассмотрим множества X 
и Y натуральных чисел, которые рекурсивно перечислимы, но не являются 
рекурсивно отделимыми. Рассмотрим также машину Тьюринга, которая, 
начиная с х, воспринятом в стандартном положении на ленте, останавливается 
в ситуации со словом Поста US^QH, если х £ X, и в ситуации со словом Поста 
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hstftfoh, если х £ Y. Определения и подробности см. в §§ 67, 68, 71 из 112]. 
По этой машине Тьюринга построим полугруппу, образующие которой — 
это символ h, состояния и символы, которые печатаются на ленте этой маши­
ны, а определяющие соотношения — это все равенства, получаемые из пра­
вил вывода полусистемы Туэ, построенной для нашей машины, если левой 
частью сделать верхнее слово, а правой — нижнее слово одного и того же 
из этих правил. Легко проверяется, что полученная полугруппа — полу­
группа без кручения и в ней выполняется неравенство 

Если образующие полученной полугруппы — это хг, . . ., xs, a W — конъ­
юнкция всех ее определяющих соотношений и неравенства 

hstfoh Ф hs^qoh, 

то формула (3xx) . . . (3xs)W, как легко видеть, годится в качестве формулы, 
фигурирующей в условии б) из определения богатой теории. Заметим кстати, 
что эта же формула годится и для теории полугрупп. Так что в п. 3 этого 
параграфа мы могли бы избежать ссылки на работу В. Л. Мурского [16].. 

5. Полугруппы с сокращением. Сигнатура теории полугрупп с сокра­
щением — опять (•). Т состоит из аксиомы ассоциативности и из аксиомы^ 

(Vs)(\fy)(Vz)((sy = zz-*~y = z) Д (ух = zx ->- у = z)). 

Известно и легко доказывается, что в полугруппе с сокращением имеется 
не более одного идемпотента. Известно также [13], что если е — идемпотент 
какой-либо полугруппы G, то множество всех таких а £ G, что в G истинна 
формула 

(zy = yz = х Л ух = ху = у Л zx = xz = z), 

которую мы обозначаем через Gp(x, у, z), при приписывании х значения ег 
у — значения a, a z — какого-либо значения, хотя бы одного, является 
подгруппой Ge с единицей е полугруппы G, причем включает в себя все под­
группы G с единицей е. 

Л е м м а 8 (Б. Нейман [51]). Если G — полугруппа с сокращением» 
и f ^ G X G — равнозначная функция, то найдутся полугруппа с сокраще­
нием 6?1? содержащая G, и элементы сг, с 2 , с3, ck в Gx такие, что 

с\Ка) с2 = с3ас^ 
для всех а из области определения /. 

Для построения Ф2 заметим, что всякая функция является компози­
цией разнозначных функций и функций из максимальной подгруппы в 
максимальную подгруппу. Как показал Б. Нейман [51], в экзистенциальна 
замкнутой в теории полугрупп с сокращением полугруппе имеется точно* 
одна максимальная подгруппа, которая является экзистенциально замкну­
той группой. Как мы уже заметили, эта максимальная подгруппа в полу­
группе с сокращением определяется формулой Ф'(у), равной 

(3x)(3z)(x* = х Л Gp(x, z/, z)). 
Релятивизируя кванторы в Фг(х, %) для теории групп по Ф'(у), получим 
соответствующую формулу для теории полугрупп с сокращением. Далее 
доказательство того, что теория полугрупп с сокращением является богатой, 
отличается от доказательства соответствующего утверждения для теории 
групп только при проверке выполнимости условия б) из определения богатой 
теории. Если формула из этого условия для теории групп имеет вид 
(Зх^ . . . (3xn)W, где "ЧГ является конъюнкцией равенств и неравенств 
полугрупповых слов в алфавите {хх, . . ., хп, х~\, . . ., х~\), то заменим 
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в W каждое вхождение х~\ на xn + i. Полученную таким образом из Ч* формулу 
обозначим через W*. Пусть Ф есть 

п 
(3^ ) . . . (Зх2п)(3х2п+1)(У* Д Л Gp(x2n+1, xu xn+i)). 

г = 1 
Эта Ф годится в качестве формулы из условия б) для теории полугрупп 
с сокращением. 

§ 5. Инверсные полугруппы 

Сигнатура теории инверсных полугрупп — (•, ~х). Множество Т состо­
ит из аксиом 

(Чх)(хх~гх = х Д х~ххх"х = х'1), 
(Vx)(Vy)((x2 = х Л У2 = У) -> ху = ух) 

и аксиомы ассоциативности. 
Примером инверсной полугруппы может служить множество Jx всех 

частичных одно-однозначных преобразований непустого множества X , т. е. 
множество всех таких / д Х X X, что для всяких (х, у), (х, уг), (хг, у) 
из / одновременно х = хх и у = уг. Умножение на Jx определяется как 
обычная композиция отношений на множестве X, т. е. 

fg ={<#, У) I существует z, что (ж, z) 6 / и <z, г/> 6 g}, 

операция _1 соответствует взятию обратного отношения, т. е. 

Известно также, что любая инверсная полугруппа S изоморфна подполу­
группе полугруппы / s и этот изоморфизм устанавливается следующим 
образом. Для а £ S определяется р а как отображение ^ а - 1 на Sa, опреде­
ляемое формулой хра = ха для всех х 6 Sa~x (см. [13], с. 51—53). Мы будем 
использовать также теорему Т. Е. Холла [39] о том, что класс инверсных 
полугрупп обладает сильным свойством амальгамирования, т. е. для двух 
инверсных полугрупп Gx и 6?2, имеющих общую инверсную подполугруппу А, 
причем Gx П G2 = А, существует инверсная полугруппа G, в которой G± и 6?2 
содержатся в качестве инверсных подполугрупп. Инверсная полугруппа, 
порожденная элементом а, называется бициклической, если а = ааа'1 

и аа~г Ф а~га. Известно (см. [13], с. 69—70), что любой элемент бицийли-
ческой полугруппы единственным образом представим в виде а~тап, где 
т, п ^ 0 и а0 = аа ' 1 . 

Л е м м а 1 (И. И. Мельник [15]). Пусть G — инверсная полугруппа 
и G± — инверсная подполугруппа, порожденная в G элементами %, . . ., ап. 
Пусть ф — изоморфизм G± на инверсную подполугруппу, порожденную в G 
элементами Ъг, . . ., Ъп, при котором q>at = bt для i = 1, . . ., п. Тогда 
существуют инверсная полугруппа Н, в которой G содержится в качестве 
инверсной подполугруппы, и такой t £ Н, что 

bt = t^arf, аьи~х = at, а~\и~г = а~\ для i = 1, . . ., п. 
В частности, для всех х £ G1 

Ц)(х) = t~xxt. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Используя свойство амальгамирования, легко 

построить инверсную полугруппу &, расширяющую G, и автоморфизм ф' 
инверсной полугруппы G', продолжающий ф. Напомним, что G изморфна 
подполугруппе инверсной полугруппы JQ>, где элементу а соответствует 
Ра 6 JG- В качестве искомой П теперь можно взять JG>, а в качестве t — 
функцию ф' как элемент JQ>. 
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Л е м м а 2. Пусть G — инверсная полугруппа, экзистенциально замкну­
тая в теории инверсных полугрупп. Для того чтобы Ъ £ G принадлежал ин­
версной подполугруппе, порожденной в G элементами ах, . . ., ап, необходимо 
и достаточно, чтобы 

п 
(Ух)((/\ {x'^atx = at Д atxx'1 = at Д aj1 хх'1 = a'i1)) -> х~хЪх = Ъ) 

было истинно в G. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . В одну сторону утверждение очевидно. Пусть 

в G истинна написанная формула, но Ъ не принадлежит инверсной подполу­
группе, порожденной аг, . . ., ап. Рассмотрим изоморфную копию G' 
инверсной полугруппы G такую, что элементы инверсной полугруппы, 
порожденной %, . . ., ап в G, являются единственными общими элементами G 
и G*. Существует инверсная полугруппа 6?1? содержащая G и G' в качестве 
инверсных подполугрупп. Если Ъ' в G' соответствует Ъ, то Ъ Ф V и существует 
изоморфизм инверсной подполугруппы, порожденной в G элементами ах, . . . 
. . ., ап, Ъ, на инверсную подполугруппу, порожденную в G' элементами 
ах, . . ., ап, Ь', переводящий Ъ в Ъ' и оставляющий ах, . . ., ап на месте. 
По лемме 1, существует инверсная полугруппа G2, расширяющая Gx, в кото­
рой есть такой t, что а̂  = t~xait, аги~г = аг, a\xtt~x = a j 1 , £-1fr£ = &' для 
г = 1, . . ., ?г. Значит, в силу экзистенциальной замкнутости G, в G решает­
ся система 

at = x~xatx, atxx~x = at, а~\-хх~х = a\x, x~xbx Ф Ъ (i = 1, . . ., п). 

А это противоречит выбору %, . . ., ап, Ъ. 
Л е м м а 3. Пусть G — произвольная счетная инверсная полугруппа 

и {ап | п = 1, 2, . . . } — произвольная нумерация ее элементов. Тогда G 
может быть вложена в такую инверсную полугруппу, порожденную тремя 
элементами а, Ъ, с, что 

ип = banca~nb~1 для п = 1, 2, . . . 

При этом элемент а порождает инверсную бициклическую полугруппу с еди­
ницей аа~1. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Наша конструкция аналогична той, которая 
приведена в [64] в доказательстве теоремы Эванса для полугрупп. Считаем, 
что G есть подполугруппа полугруппы частичных одно-однозначных преобра­
зований множества Л̂  всех натуральных чисел. Для натурального п ^ 1 
через Ап обозначим множество 

{2п(2т + 1) I т = О, 1, . . . } . 

Ясно, что при различных натуральных пх и п2 пересечение Ап {] Ап пусто. 
Определяем теперь а, Ъ, с как частичные преобразования множества N, 
полагая ta = 2t для t £ N', tb = 2t + 1 для t 6 N; tc = 2n{2-{man) + 1), 
если t = 2n(2m + 1) и тап определено, и tc не определено в противном слу­
чае. Легко видеть, что преобразование с элементы Ап переводит в элементы 
Ап и потому одно-однозначно. Непосредственно проверяется, что а, Ъ, с 
удовлетворяют требуемым условиям. 

Т е о р е м а . Теория инверсных полугрупп является богатой. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . В классе инверсных полугрупп, экзистен­

циально замкнутых в теории инверсных полугрупп, формулами сигнатуры 
{•, _1) легко записать следующие свойства: элемент z3 порождает бицикли­
ческую полугруппу (формула z3z3z~^ = z3 Д z3z~3

l ф z~^z3)\ элемент zx по-
6 Успехи матем. наук, т. 3 4, вып. 2 
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рождает бициклическую полугруппу и z2 есть положительная степень zt 
(формула 
^ а д 1 = zx l\ Z&'1 ф z'i1z1 Л (Чх)((х~\х = zx Л z1xx~1 = 

= zi Л ^ 1хх~1 = z;1) ->• л г 1 ^ = z2) Д ад1 = ад1); 

элементы %, z3 порождают бициклические полугруппы, z2 и z4 — степени 
2Х и z3, и если z2 = z?, z4 = z™, то т = п (формула является конъюнкцией 
двух предыдущих формул и формулы 

(3x)(x~1z1x = z3 Л zxxx~x = z1 Л £_1z2£ = z4)); 

элементы z1? z3 порождают бициклические полугруппы, z4 и z5 — степени 
z3 и % и, если z4 = Z3, £5 = z™, то п <С т (нужная формула получается из 
конъюнкции предыдущей формулы и формулы, утверждающей, что z5, z6 — 
степени z±1 и z5 = z2 -z6, если на эту конъюнкцию навесить кванторы существо­
вания по z2 и 26). 

Теперь легко написать формулу 8Г (х, г/, и), где 

И = ( Z j , 2 2 , 2 4 , 2е , ^7, Zg, Z 9 ) , 

из определения почти богатой теории, годящуюся, когда Т — это теория 
инверсных полугрупп. 

Эта формула утверждает существование таких z3, z5, что zx, z2 порожда­
ют бициклические полугруппы; z3 и zk — степени %, причем, если z3 = z™r 
24 = Ai то m <C n', z5 — степень z2, и если z3 = z™, z5 = z™, то m = щ 

X = ZQZSZ'JZ3 ZG , у = Z8Z5Z9Z5 Z8 . 

Из леммы З следует, что эта формула годится. 
Осталось проверить, что теория инверсных полугрупп удовлетворяет 

условиям а) и б) из определения богатой теории. Так как любая группа 
является инверсной полугруппой, то условие а) выполнено. Формулу 
(Зхх) . . . (Зхпу¥ из условия б) для групп легко переделать в формулу, 
подходящую для теории инверсных полугрупп. Для этого достаточно в Т 
все вхождения символа 1 заменить на новую переменную хп+1. Получим 4я'~ 
Понятно, что искомой будет формула 

п 
(Зхг) . . . {3xn)(3xn+1){W Л Л (xix~il = x~ilxi = xn+l))-

г=1 

§ 6. Ассоциативные кольца 

Сигнатура теории колец — ( + , —, •, 0). Т — конечное множество 
аксиом ассоциативного кольца. 

Л е м м а 1. Пусть К — кольцо, экзистенциально замкнутое в теории 
ассоциативных колец, \а\ — подколъцо, порожденное а в К. Тогда и только 
тогда Ъ £ [а], когда в К истинно 

(V#)(Vz/)(Vz)((a.r = ху /\ zxy = azx) ->- zbx = bzx). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В одну сторону лемма очевидна. Пусть в К 
истинна написанная формула. Считаем, что К есть фактор-кольцо F/I, где 
F — свободное в классе ассоциативных колец кольцо с множеством X сво­
бодных образующих, а и Ъ — различные буквы из X, / — идеал кольца F. 
Пусть х, г/, z — попарно различны и не из X, a Fx — свободное кольца 
с множеством X (J {х, г/, z) свободных образующих. Пусть 11 — идеал в Flr 
порожденный множеством 

/ U {ах — ху, zxy — azx). 
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Ясно, что 1Х П F = I и, значит, F1/I1 э К. Из экзистенциальной замкну­
тости К следует, что zbx — hzx £ /х . Поэтому имеем равенство в Рг, левая 
часть которого есть zbx — bzx, а правая есть 

и 
(1) 2 2 И(*1 У1> *>2)01<*(*> *>1> ^ 2 + 

vlt v2 i = l 

+ 2 [^1(^1, w2)w1(ax — хг/)гг?2 + m^w^ w^w^zxy — azx)w2], 

где ux, y2, ^ i , ^2—полугрупповые слова от X (J {#, г/, г} (возможно, пустые), 
а /с > 0 , 

^ (г /^ , м;2), т 2 ( ^ , и?2), тг(г, У1? у2) 
— целые числа. Кроме того, 

2 n(i, v±, v2)a{i, vx, v2) 6 Л a a(i , i;x, v2) 

— непустые полугрупповые слова от X. Суммы каждый раз берутся по неко­
торому конечному множеству пар слов указанного вида. Считаем также, что 
каждое v± либо пусто, либо оканчивается на одну из букв х, г/, z, а каждое 
v2 либо пусто, либо начинается на одну из букв х, у, z. 

Слово w от X U {х, г/, z) назовем правильным, если w = u±zu2xyn, где 
Щ, и2 — слова от X (возможно, пустые), а п — натуральное число. Для 
каждых иг, v2, wx, w2 имеем: 

слова v^ii, v±, v2)v2 (i = 1, 2, . . .) правильные или неправильные все 
одновременно; 

слова wxaxw2 и wxxyw2 правильные или неправильные одновременно; 
слова wxzxyw2 и w1azxw2 правильные или неправильные одновременно. 
Собирая в (1) все неправильные слова и сокращая их, получим представ­

ление того же вида, в котором ненулевые коэффициенты стоят только при 
правильных словах. Рассматривая теперь только те полугрупповые слова 
в (1), которые начинаются с z, получим 

оо 

(2) zbx = 2 2 n(h z-> xyn)za(i, z, xyn)xyn + 
oo oo 

+ 2 2 mi(zu, yn)zu(ax — xy)yn + 2 rn2(0, yn)zxyn+1. 
u£F 71=0 n=0 

Равенство (2) — это равенство в свободном кольце Рг. Если в нем заменить 
все буквы у на буквы а, а буквы х и z опустить, то равенство сохранится. 
В результате получим 

оо оо 

Ь = 2 (S»(» . г . xyn)a(i, z, хуп))ап + 2 т2(0, yn)an+1. 
п=0 г п=0 

Л е м м а 2. Пусть К — ассоциативное кольцо, а\, . . ., б4. (i = 
= 1, . . ., т) — такие элементы К, что аддитивная группа кольца К 
является прямой суммой группы Ht, порожденной а\, . . ., а,]., и группы 6^. 
Пусть ф̂  — гомоморфизм группы Ht в аддитивную группу кольца К и Ф*(а}) = 
= Ъ) для j = 1, . . ., st. Тогда существуют ассоциативное кольцо Кг, рас­
ширяющее К, и в нем такие ut и vt, что 

(3) utalVi = Ы в Кг для i = 1, . . ., т; j = 1, . . ., st. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Считаем, что К есть F/I, где / — свободное 
кольцо с множеством X свободных образующих, а / — идеал в F. Считаем, 
б* 
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что а\, . . ., а\ , Ъ\, . . ., Ъ{ 6 X. Пусть /^ — свободное кольцо с мно-
i si 

жеством 
X U {*гг-, i>* \i = 1, . . ., т) 

свободных образующих, где щ, ut; $ X (i = 1, . . ., га). Пусть /х — идеал, 
порожденный в F± множеством 

I U {И^У* — &} I i = 1, . . ., т; j = 1, . . ., st}. 

Пусть К1 = FJI^ Ясно, что в Кг выполняются равенства (3). Надо пока­
зать, что К± — расширение К. Пусть 

(4) у = V rc(zz;, и;', U i)w{Uia\Vi — бри/ + V wxow2, 
w, W, i, j О £ I, wi, u>2 

где w, w', wl9 w2 — полугрупповые слова от 
^ U {Щ, vt \i = 1, . . ., m), 

ay — кольцевое слово от X. При этом тг оканчивается на ut или vt, a w2 
начинается с ut или vt, a n(w, w'', i, /) — целые числа. Пусть ф| — эндомор­
физм аддитивной группы кольца К, оставляющий х на месте для х £ G* 
и продолжающий cpt. В правой части (4), рассматриваемой как линейная 
комбинация полугрупповых слов, каждое вхождение utzvu где z — слово 
от X, заменяем на (p'i(z). В полученной линейной комбинации проделываем 
те же замены и т. д. В результате получим, что г/ £ 7", и значит, у = 0 в К, 

Л е м м а 3. а) В кольце К0, заданном в классе ассоциативных колец 
образующими z, zx, z2, z3 и определяющими соотношениями 

z1zz2 = 0, zxzz — z = О, z3zz — z3z = О, 
подколъцо, порожденное z, является свободным в классе ассоциативных 
колец: Аддитивная группа кольца К0 является прямой суммой аддитивной 
группы кольца [z], порожденного z в К0, бесконечной циклической группы, 
порожденной z3zz2, и некоторой группы G0. 

б) В кольце Кг, заданном в классе ассоциативных колец образующими 
z, zly z2, z3 и определяющими соотношениями 

z2, — 2z = 0, z2z2 — z = О, z1z2z3 = О, 
элемент zxzz3 отличен от нуля, a z имеет бесконечный порядок в аддитивной 
группе кольца К±. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Через F обозначим свободное в классе ассо­
циативных колец кольцо со свободными образующими z, zx, z2, z3. 

а) Пусть у принадлежит подкольцу, порожденному z в К0. Пусть у -f 
+ nz3zz2 + g± равняется в F элементу идеала, порожденного определяю­
щими соотношениями кольца К0, где п — целое число, a g± — целочислен­
ная линейная комбинация полугрупповых слов от z, zx, z2, z3, каждое 
из которых отлично от z3zz2 и не содержит подслов z±zz2, z±zz, z3zz, а также 
не является словом от z. 

Заменяя в этом равенстве каждое вхождение zxzz на z, z3zz — на z3z, 
zxzz2 — на нуль, в полученных линейных комбинациях опять делая эти же 
замены и т. д., получим, что п =* 0, a g1 — нуль кольца F. Кроме того, 
в у, рассматриваемом как целочисленная линейная комбинация степеней z, 
все коэффициенты равны нулю. 

б) Если zxzz3 равняется в F элементу идеала, порожденного опреде­
ляющими соотношениями кольца Кг, то можно считать, что этот элемент 
идеала является целочисленной линейной комбинацией полугрупповых 
слов вида 

ZiU>i(z2 — 2z)w2z3 или z1w1(zh2 — z)w2z3, 
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где wx и w2 — слова от z и z2, и слова zxz2z3. Так как равенство имеет место 
в F, то оно имеет место в любом ассоциативном кольце при любых значе­
ниях z, zx, z2, z3. Полагая в кольце многочленов с рациональными коэф­
фициентами от z3 в качестве значений z, zx, z2, z 3 элементы 2, 1, x/2, z3, 
получим, что 2z3 = 4TTIZ3 в этом кольце многочленов. Противоречие. 

Л е м м а 4. 2?&/ш б ассоциативном кольце z1zz2 = %Z2 — z = 0, a zz2 
имеет бесконечный порядок в аддитивной группе этого кольца, то z порож­
дает в этом кольце подкольцо, которое является свободным в классе ассоциа­
тивных колец. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть s1? пх, . . ., sk, nk — целые числа, 
h > s2 > • • • > sk > 0 и % =7̂  0. Если nxzs + . . . + nkzs = 0 в рас­
сматриваемом кольце, то в нем 

nxZ + ft2Zfi~s2 Z + . . . + nkZ^~~skZ = 0 И ^X2Z2 = 0 . 

Л е м м а 5. В аддитивной группе каждого кольца, экзистенциально 
замкнутого в теории ассоциативных колец, имеется элемент бесконечного 
порядка. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Формула 
(3*)(3%)(3s2)(3z3)(2l^3 ф 0 Д *2 = 2z Л *% - z /\ zxz2z3 = 0) 

истинна в прямом произведении рассматриваемого экзистенциально зам­
кнутого кольца К с внешне присоединенной единицей и кольца Кх из леммы 3 
с внешне присоединенной единицей. Это прямое произведение является 
расширением К. Из экзистенциальной замкнутости К следует, что написан­
ная формула истинна и в if. Если а, аг, а2, а3 6 К и агаа3 Ф 0, а2 — 2а = 
= а2а2 — а = ага2а3 = 0 в К, то а имеет бесконечный порядок в аддитив­
ной группе кольца К. Действительно, если порядок а есть п и (2, п) = l t 
то найдутся такие целые тг и т2, что т±'П -\- т2-2 = 1. Теперь 

а = т1'па + т2-2а = ттг2а2, а^аз = агт2а2а3 = 0. 
Если же тг = 2-%, то 

raxa = пга2а2 = 2-пхаа2 = ?гаа2 = 0. 
Т е о р е м а . Теория Т ассоциативных колец является богатой. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . В качестве QT(x, у, и) из определения почти 

богатой теории возьмем 
w1ww3 Ф 0 Л w2 = 2w /\ w2w2 = w Л W^JD2W3 = 0 Д .ZjZ^ = 

= 0 Д ZXZZ = Z /\ Z 3ZZ = Z3Z /\ U1Z3ZZ2V1 = 

= и> Л (3z/i)(3z/2)(^ = 2̂̂ /1̂ 2 Л^/ = 3̂1/1̂ 3 Д г/i 6 
6 [̂ ] Д г/2 6 Ы Д z4 = z/ii/2 Д 23г/1 = z3z) 

где 
и = (и;, "и>17 м?2> U78, z, %, z2, z3, z4, ux, u2, и8, vx, v2, v3). 

Пусть А 6 Э(Т), Н — конечное подмножество | А |2, при этом Я =• 
== {(̂ i? &i)> • • •» (̂ S7 frs)}> -K"o — кольцо из леммы 3, a, ax, a2, as £ \ A \, 
a1aa3 Ф 0, a2 — 2a = a2a2 — a = axa2a3 = 0. В расширении общего расши­
рения К0 и А, которое является прямым произведением этих колец с внешне 
присоединенными единицами, разрешима система уравнений 

zxzz2 = 0, zxz2 = z, z3zz = z3z, uxz^zz2vx = a, 
u2zxv2 = dt (i = 1, . . ., 5), UsZ^s = bt (i = 1, • . ., 5). 

Значит, эта система уравнения разрешима и в 4 . Возьмем zs+1 в качестве z4. 
По лемме 4, QT(x, у, и) истинно в А тогда и только тогда, когда (я, #) g Я. 
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Наоборот, пусть для некоторого набора и элементов | А | истинно 
вт(х, у, и) для некоторых х и у из | А |. Тогда z порождает свободное в клас­
се ассоциативных колец подкольцо кольца А. Возможные значения для 
уг — это делители z4 в Ы. Значит, для уг имеет только конечное число воз­
можных значений. 

Пусть X — произвольное множество натуральных чисел. Через К(Х) 
обозначим кольцо, заданное в классе ассоциативных колец образующими 
а и Ъ и определяющими соотношениями 

(5) Ъа1Ъ - О (i e X). 

Легко проверяется, что в этом кольце ЪагЬ = 0 тогда и только тогда, 
когда i 6 X. Ясно, что множество Y всех номеров равенств (5) для мно­
жества X нечетных натуральных чисел рекурсивно изоморфно X и рекурсив­
но выделяется в проблеме равенства для К(Х). Ясно также, что множество 
номеров равенств из проблемы равенства для К(Х) рекурсивно перечислимо 
относительно Y. 

Так как каждая полугруппа является подполугруппой мультиплика­
тивной полугруппы некоторого кольца, то условие б) из определения бога­
той теории для теории ассоциативных колец тоже выполнено. В качестве 
формулы Ф из этого условия годится формула из этого условия для теории 
полугрупп. 

§ 7. Тела 

Сигнатура теории тел — ( + , —, •, _1, 0, 1). Т —множество аксиом 
тела. Известно, что Т можно выбрать состоящим из аксиом ассоциативного 
кольца и дополнительно 

(\/х)(1-х = хЛ = х), (\fx)(x Ф0-+- {хх~1 = х'гх = 1)), 
1ф0, О"1 - О 

(последняя формула включается, чтобы сделать - 1 всюду определенной опе­
рацией). Если к Т добавить для простого р еще формулу р • 1 = 0, то получим 
множество Тр аксиом тела характеристики р, а если добавить формулы 
п-1 Ф О для натуральных п к Т, то получим множество Т0 аксиом тела харак­
теристики 0. Как обычно, здесь (п + 1)-1 для п 6 N есть (пЛ) + 1. 

Л е м м а 1 (А. Макинтайр [48]). Пусть t0, . . ., tm, tm+1 — термы 
групповой сигнатуры, не содержащие переменных, отличных от х0, . . ., хп, и 

(Э*0) . . . (3xn)(t0 = 1 Д • • • Л *m = 1 Л *т+1 Ф 1) 
истинна в некоторой группе. Тогда конечная совокупность 2 ' формул 

tj xn + l^j == хп+1 (/ = = ^i • • • » mh xn+2+i xkxn+2+i== xk (J, /С = 0 , . . . , П)\ 
xn-\-2-\-i xn+ixn+2+i === хг xn+lxi (J = U, . . . , П)\ 

xn+2+ixn-\~l xn+2+i:==z xixn±l xi (1 = 0, . . . , П)\ 

x2n+2+iXt = 1 (I = 0, . . ., 2n + 2); e t a xn+1tm+1 ф xn+1 

совместна с Tv для р = 0 и для каждого простого р. 
Л е м м а 2 (П. Кон [31]). Пусть е0, ег, . . . —произвольное перечисле­

ние элементов произвольного счетного тела К {возможно, с повторением) 
и е0 — 0. Тогда существует тело Кг, в котором найдутся такие х, у, z, 
что Кх является расширением К; х, у, z трансцендентны над простым под-
полем тела Кх; et = у~гхуг — z~~xxz% в Кг для всех натуральных i. 
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Л е м м а 3 (У. Уилер [67]; см. также [42]). Пусть К — экзистен­
циально замкнутое тело и t r (х) — формула 

(3z1)(3z2)(xz1 == z±x2 Д x2z2 = 4х2 Л ХЧ Ф 4х Л *1 Ф 0), 
a tr (ж, у) — формула 
ху = ух Л (3z1)(3z2)(a:z1 = z ^ 2 Л #2z2 = 4х1 Л sz2 =̂= 

=5̂= z2x Д % =£ 0 Д У*1 = ЗД Д */*2 = 22г/ Л tr(i/)). 
Тогда и только тогда t r (а) истинно в К, когда а трансцендентен над про-
стым подполем К0 тела К. Тогда и только тогда t r (а, Ъ) истинно в К, когда 
а и Ъ перестановочны и алгебраически независимы над К0. 

Л е м м а 4 (А. Макинтайр [47]; У. Уилер [67]). Формула х 6 [у], 
равная 

(yfz1)(yz1 = zxy ->- xzx = zxx), 

истинна в экзистенциально замкнутом теле К для а как значении х и Ъ как 
значении у тогда и только тогда, когда а принадлежит подтелу, порож­
денному Ъ в К. 

Л е м м а 5 (П. Кон [33]). Класс тел фиксированной характеристики 
обладает сильным свойством амальгамирования, т. е. если К1 и К2 — два 
тела с общим подтелом К0, причем Кх [\ К2 = К0, то существует тело К, 
являющееся расширением как тела Кх, так и тела К2. 

Л е м м а 6 (П. Кон [33]). Пусть К — экзистенциально замкнутое 
тело, К± — подтело, порожденное в К элементами аг, . . ., ап, а ф — изо­
морфизм Кг на подтело тела К, порожденное элементами fclt . . ., Ъп, 
и ф(а^) = hi для i = 1, . . ., п. Тогда существует такой t £ К, что t -ф 0 
и t~xait = bt для i = 1, . . ., п. 

Л е м м а 7. Пусть К — экзистенциально замкнутое тело, а Ф(х, у) — 
формула 
•tr (х) Д У 6 Ы Л (Vz1)(Vz2)((tr(21, z2) /\ х = z±z2) ->-

-> (3z3)(3z4)(z3 6 [%] Л Ч 6 iz2] Л У = z3z4)). 

Тогда и только тогда Ф(а, Ъ) истинно в К, когда t r (а), Ъ = tam в К, где 
t принадлежит простому подполю К0 тела К, а т — целое число. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В одну сторону лемма очевидна. Если Ф(а, Ъ) 
истинно, то существуют такие и и v в К, что а = uv и t r (и, v). Действитель­
но, если К0(и, v) — поле рациональных функций от переменных и и v над 
К0, то uv трансцендентен над К0 в К0(и, и). Рассмотрим изоморфизм тела, 
порожденного а в К, на тело K0{uv), порожденное uv в К0(и, v), переводя­
щий а в uv. Отождествим K0(uv) с подтелом тела К согласно этому изо­
морфизму и рассмотрим общее расширение К и К0(и, v). В этом расширении 
истинна 2 г формула 

(3z3)(3z4)(tr (z3, z4) Д х = 2з*4)-

Значит, эта формула истинна и в i£. Теперь из Ф(а, 6) следует, что суще­
ствуют такие многочлены над К0 от одного переменного пг, h2, h3, hk, h5, hQj 
что в К 

т hx(uv) 1гл (uv) hs (u) hb (v) 
h2 (uv) ' h2 (uv) Уг4 (и) h6 (v) ' 

а пары (/гх, fe2), (fe3, /г4), (й5, /г6) являются парами взаимно простых 
многочленов. Если свободные члены всех этих многочленов отличны от нуля, 
то Ъ g KQ. Для того чтобы это доказать, надо положить и равным нулю, 
и получить, что /г5 и hQ имеют нулевую степень, а потом положить и равным 
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нулю и получить, что h3 и /г4 имеют нулевую степень. Общий случай легко 
сводится к разобранному. 

Л е м м а 8. Существует формула pw(x, у), истинная в экзистенциаль­
но замкнутом теле К для а как значении х и Ъ как значении у тогда и только 
тогда, когда t r (а) и Ъ = tal в К, где t — отличный от нуля элемент простого 
подполя К0 тела К, a i — положительное целое число. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Надо следовать хорошо известной схеме. 
Формула 

(3z1)(3za)(3zs)(z1 Ф О Л Ф(*, Ч) Л z?xzx = 
= z2 Л z3 Ф О Л (Уч)*зЧ = zkz3 Л г!1 z2zx = z3y) 

истинна в К тогда и только тогда, когда tr (х) и у = txm, где t — отличный 
от нуля элемент К0, &т — квадрат отличного от нуля целого числа. Исполь­
зуя, что каждое натуральное число является суммой четырех квадратов, 
теперь легко понять, что в качестве pw(x, у) можно взять конъюнкцию 
tr (x) и формулы, утверждающей, что существуют такие г/1? г/2, г/3, г/4, что 
г/7- = tjX%j (/ = 1, 2, 3, 4), где ix, i2, i3, г4 — целые числа, являющиеся 
квадратами, одно из которых, по крайней мере, отлично от нуля, а £1? t27 

hi h — отличные от нуля элементы К0, и что 

У = У1-У2'Уз-Уь. 

Т е о р е м а . Теория Тр является богатой при р = 0 или простом р. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . В качестве вТ

Р(х, г/, гг) из определения почти 
богатой теории возьмем формулу 

tr К ) Л (3Z 1 ) (3Z 2 ) (3Z 8 ) (3Z 4 ) (3Z 5 ) (P^(M 1 , z j Л 

Л Р ^ К , z2) Л Р^(^1, w5) Л и5 = ^ z 2 Л % =̂= О A z2 ^= 
^ О Л *з =£ О Л *4 ¥= О Л % =И= О Л *зх м^з = м2 Л zl1 и& = 

= U3 Л *5* ^1^5 = ^4 Л # = ^Т1 ^6% — (zf Z1Z3)-1U6(Z~31 ZXZ3) /\ JJ = 

= (Zl1 Z^-H^Zl} ZxZk) — (Zl1 Ztf^U-jfa1 Ztfb))* 

Проверим, что QTp(x, у, и) удовлетворяет условиям б) и в) из опреде­
ления почти богатой теории. Пусть К 6 Э(Т), а и±, . . ., щ 6 К. Рассмотрим 
такую пару х, у 6 К, что QT

P(x, г/, иг, . . ., щ) истинно в К. Если %г = Ш\, 
где t 6 Ко и i — положительное целое число, то для i имеется конечное число 
возможностей (если и5 = t^u™-, где t± £ К0 и m •— положительное целое 
число, то Km). Но 

Zs1 ZXZ3 = Ы\, Zl^Z^ = £Ц, Zl1 ZxZb = tu\, 
x = u~l щи\ — и^г uQu\, у = u~l щи\ — u~{ щи\. 

Таким образом, пар (х, у) таких, что QT
P(x, у, и) истинно в К, имеется 

не более m —- 1. $ 
Пусть Н — конечное множество пар элементов К £ Э(Г), 

Н = {(%, &!>, . . ., <ав, 6S>}. 

Пусть ^Гх — подтело, порожденное а±1 . . ., as, b±1 . . ., bs в Z . Пусть 
/Г0 — простое подполе тела К. Выберем такие трансцендентные над К& 
элементы хг, yv zx в некотором теле К2, расширяющем тело К1у и трансцен­
дентные над К0 элементы х2, у%, z2 в некотором теле К3, расширяющем К1г 
что 

(1) сц == Ух1 хгу\ — z~{ xxz\ (i = 1, . . ., s) в К2; 
(2) bt = г/2-{ ^2г/| - V ^ 2 4 (£ = 1, . . ., s) в Z 3 . 
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Можно считать, что К2 П К = Кг и К3 П К = К±. Так как класс тел обла­
дает сильным свойством амальгамирования, то существуют тело i£4, являю­
щееся общим расширением тел К2 и К, и тело Къ, являющееся общим рас­
ширением тел К3 и К. Система, содержащая уравнения (2) и формулы tr(i/2), 
tr(z2), имеет решение в Къ, а система, содержащая уравнения (1) и формулы 
t r ^ ) , tr(%), имеет решение в Kk. Из экзистенциальной замкнутости Z сле­
дует, что обе эти системы имеют решение К. Значения у1ч хг, ,zx, z/2, х2, z2: 
в этом решении обозначим через u1? u6, и2, ^3? Щ-, Щ, а Ц + 1 обозначим 
через и5. Так как u l7 u2, и3, щ трансцендентны над К0, то они порождают 
изоморфные подтела в К. Значит, существуют отличные от нуля такие z3, 24 
H Z 5 B К, что z^1 и^з = u2, 4̂X uxzk = и3, ъ^ихъъ = щ. Взяв u[+i~l в качестве 
z2 и MJ в качестве %, получим, что 6тр (a*, &ь wl5 . . ., щ) истинно в К. 
Если же 0тр(х, г/, щ, . . ., и7) истинно в К, a z2 есть ^ { , t £ ЛГ0, то полу­
чаем, что # "= «s+i-i, г/ =• bs+1_t. Итак, Тр — почти богатая теория. 

Пусть X — некоторое множество нечетных натуральных чисел. Из лем­
мы 2 легко следует, что совокупность 2 , состоящая из формул 

Г y-ixjf - z-lxzl = 1 (i 6 X), 
I y~lxyl — z " 1 ^ = 0 (г (J X, £ — нечетное натуральное число)г 

совместна с Тр. Легко видеть, что совокупность Y всех номеров равенств (3) 
рекурсивно изоморфна X и рекурсивно выделяется в проблеме равенства 
любого тела, порожденного х, г/, z, в котором выполняются все равенства 
из 2 . У нас есть нумерация всех термов сигнатуры теории тел, переменные 
которых содержатся среди х, у, z. Пусть 2 0 = 2 . Если п не является номе­
ром такого терма, то пусть 2 п + 1 = 2 П . Если п — номер такого терма и этот 
терм есть £, а равенство t — 0 выводимо из 2 П , то пусть 

2 п +1 = 2 n U 0 = 0}, 

если же это равенство не выводимо из 2 П , то пусть 

Пусть 

Ясно, что 2 оо совместна с Тр. Пусть В — модель Тр [) 2оо. В В рассмотрим 
подтело А, порожденное х, г/, z. Ясно, что проблема равенства для 
(А; х, г/, z) рекурсивна относительно У . Итак, выполняется условие а) 
из определения богатой теории. 

Рассмотрим теперь формулу Ф, удовлетворяющую условию б) из опре­
деления богатой теории для теории групп. Пусть Ф имеет вид 

(Э*о) • . ' . (3*n)(£0 = 1 Л - • • Л tm = 1 Л tm + l Ф 1). 

Для этих £0, . . ., tm, tm+1 рассмотрим совокупность 2 ' формул из леммы 1. 
Пусть К — конечно порожденное тело, в котором 2 ' истинна для некоторых 

+ 4 . Легко проверяется, что тогда #0, . . ., хп отличны от нуля. 
Рассмотрим группу G, порожденную х0, . . ., хп в мультипликативной 
группе тела К. Легко следует из 2 ' , что те а £ G, для которых ахп+1 = 
= хп+1а в К, образуют нормальную подгруппу N в G и что в фактор-группе 
GIN истинна Ф. Поэтому GIN имеет нерекурсивную проблему равенства. 
Значит, проблема равенства для К тоже нерекурсивна. Итак, выполнено 
и условие б) из определения богатой теории. 
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§ 8. Открытые вопросы 

В о п р о с 1. Для каждой ли почти богатой теории Т элементарная 
теория класса Э(Т) не является гиперарифметической? 

В о п р о с 2. Для каких подклассов К класса всех систем вида 
[А] аг, . . ., ап), где Т — фиксированная почти богатая теория, п — фикси­
рованное натуральное число, А £ М(Т) и а17 . . ., ап £ | А |, верна тео­
рема: тогда и только тогда существует формула Ф{хг, . . ., хп) такая, что 
для каждых А ^ Э(Т) и а±, . . ., ап £ | А | истинность Ф(аг, . . ., ап) 
в А равносильна принадлежности (А; аг, . . ., ап) # К, когда существует 
формула типа III W(хг, . . ., яи) такая, что для каждых А £ М(Т) и аг, . . . 
. . ., ап 6 | Л | истинность ^(аъ . . ., ап) в У! равносильна принадлежности 
(А; аъ . . ., ап) к К? 

В о п р о с 3. Является ли теория коммутативных полугрупп почти 
богатой? 

В о п р о с 4. Имеется ли почти богатая теория, модели которой — 
коммутативные полугруппы? 

В о п р о с 5. Имеется ли почти богатая теория, модели которой — 
коммутативные ассоциативные кольца? 

В о п р о с 6. Является ли арифметика Пеано почти богатой теори­
ей? Арифметика Пеано определяется в [17] в подстрочном примечании на 
с. 131. 

В о п р о с 7. Является ли неодноэлементная алгебраически замкнутая 
коммутативная полугруппа также экзистенциально замкнутой в теории 
коммутативных полугрупп? Аналогичный вопрос можно сформулировать 
также для инверсных полугрупп. Однако известно, что ответ на аналогич­
ный вопрос для групп и полугрупп положителен, а для ассоциативных 
колец и коммутативных ассоциативных колец отрицателен. 

В о п р о с 8. Пусть Т — богатая теория. Как охарактеризовать в тер­
минах теории рекурсивных функций те гиперарифметические X, которые 
рекурсивно изоморфны проблемам равенства для А' 6 М'п{Т) с элементарно 
определимым в Э(Т) классом систем, изоморфных А'? А как охарактери­
зовать тьюринговы степени таких гиперарифметических X? Зависит ли 
совокупность всех этих X от выбора богатой теории Т? 

Последний круг вопросов относится к структуре алгебраически замкну­
тых полугрупп. 

Следующее рассуждение показывает, что существуют две неизоморф­
ные алгебраически замкнутые полугруппы континуальной мощности, кото­
рые с точностью до изоморфизма имеют одни и те же конечно порожденные 
подполугруппы. Аналогичное утверждение имеет место и для алгебраически 
замкнутых труп. 

Пусть G — птакая полугруппа континуальной мощности, в которую 
изоморфно вкладывается каждая конечно порожденная полугруппа. Пусть 
с — мощность континуума. Пусть А0 = G. Если а — ординал, меньший с, 
и 4 р Для |3 < а уже построены, то пусть Аа = U A&, Аа — полугруппа, 

(3<сс 
расширяющая А'а, в которой есть такой еа, что еах = хеа для всех х £ Аа, 
а Аа — алгебраически замкнутая полугруппа континуальной мощности, 
содержащая Аа. Пусть А = U Аа. Пусть В0 = G. Если Вп уже построена, 

а <с с 
пусть B'n+i есть свободное произведение Вп и свободной полугруппы, порож­
денной /п , где fn $ Вп, а Вп+1 — алгебраически замкнутая полугруппа кон­
тинуальной мощности, содержащая B'n+i. 

Пусть 
оо 

В = U Вп. 
п=0 
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Тогда для каждого счетного С ^ \ А \ найдется а < с, что С е | 4 д |, 
и, значит, еах — хеа для каждого х £ С. Вместе с тем в В нет такого е, 
что efn = fne для п £ N. Значит, А и Б не являются изоморфными полу­
группами. 

Однако легко показать, что любые две счетные алгебраически замкнутые 
группы изоморфны, если для каждой конечно порожденной подгруппы одной 
из них найдется изоморфная подгруппа другой. (См. об этом в [46].) 

В о п р о с 9. Изоморфны ли любые две такие счетные алгебраически 
замкнутые полугруппы, что для каждой конечно порожденной подполу­
группы одной из них найдется изоморфная ей подполугруппа другой? 

В о п р о с 10. Всякая ли алгебраически замкнутая группа вкладывает­
ся изоморфно в виде максимальной подгруппы хотя бы в одну алгебраически 
замкнутую полугруппу? 

В о п р о с 11. Как зависит мощность максимальной подгруппы алгеб­
раически замкнутой полугруппы от мощности этой полугруппы? 

РТзвестно, что максимальная подгруппа алгебраически замкнутой полу­
группы является алгебраически замкнутой группой и все максимальные 
подгруппы одной и той же алгебраически замкнутой полугруппы изоморфны. 

В о п р о с 12. Существуют ли неизоморфные счетные алгебраически 
замкнутые полугруппы с изоморфными максимальными подгруппами? 

Известно, что когда Т — теория групп, то существуют Т — генериче-
ские группы, мощность которых — это первая несчетная мощность. 

В о п р о с 13. Пусть Т — теория полугрупп. Существуют ли несчет­
ные 2-генерические полугруппы? 
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