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О проблеме изоморфизма для коммутативных полугрупп 
М. А. Тайцлин (Новосибирск) 

Мы приводим утверждения о строении конечно порожденных комму­
тативных полугрупп, которые позволяют нам найти необходимые и доста­
точные условия изоморфизма двух конечно определенных коммутативных 
полугрупп. Эта часть работы может представлять и самостоятельный 
интерес, но для нас основной результат—установление рекурсивной 
эквивалентности трех алгоритмических проблем: проблемы изоморфизма 
для коммутативных полугрупп, проблемы изоморфизма для регулярных 
коммутативных полугрупп и проблемы сопряженности конечных после­
довательностей элементов в группах GL(ly Z). 

§ 1. Конечно порожденные коммутативные полугруппы 

Напомним, что нулем коммутативной полугруппы А называют такой 
ее элемент о, что о + х=х для всех х£А. 

В этой статье через А, Аи Л2, В обозначаются коммутативные полу­
группы с нулем. 

Напомним, что а делит b в Л, если существует такой с£Ау что а + с = Ь. 
Мы скажем, что а<\Ь, если существует такое натуральное п, что а делит 
nb, и скажем, что а <][>&, если а<\Ь и Ь<\а. 

Отношение <Ц>, понятно, является отношением эквивалентности. 
Классы эквивалентности поэтому отношению являются подполугруппами 
и называются а р х и м е д о в ы м и к о м п о н е н т а м и А (см. [ 1 ], §4.3) . 
Ради краткости вместо «архимедова компонента» будем говорить «ком­
понента». 

Ясно, что отношение <3 индуцирует отношение на компонентах (дру­
гими словами, <1 не зависит от выбора представителей из компонент). 
Новое отношение будем обозначать через <Г. Ясно, что <1* является 
верхней полуструктурой. 

Если А порождается множеством X, то обозначим для а£А через Х(а) 
множество тех Ь£Х, для которых Ь<\а. Ясно, что 

«1 <\ \> а2 <=^X(ai) =X(a2). 

Мы скажем, что Y з а м к н у т о в А', если Y=X(a) для некоторого 
а£А. По предыдущему полуструктура компонент изоморфна полуструк­
туре замкнутых подмножеств X (с отношением включения). 

В случае, когда X конечно, Y замкнуто в X тогда и только тогда, когда 
никакой элемент подполугруппы, порожденной У в Л, не делится ни на 
какой элемент из X—У. 
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Понятно, что любое замкнутое подмножество X содержит те элемен­
ты X, которые делят нуль полугруппы Л. Поэтому пересечение любых 
двух замкнутых подмножеств X непусто. 

При конечном X пересечение любых двух замкнутых подмножеств 
X снова замкнуто. Значит, в случае, когда полугруппа Л конечно поро­
ждена, множество компонент 5(Л) конечно, и <Г является структурой. 

Даже если Л конечно порождена, некоторые компоненты Л могут не 
быть конечно порожденными полугруппами. Например, в полугруппе, 
образованной парами натуральных чисел с операцией покоординатного 
сложения, компонента содержащая (1, 1), не является конечно поро­
жденной. Этим объясняется преимущество использования вместо ком­
понент подполугрупп, порожденных замкнутыми подмножествами мно­
жества образующих. 

Однако, если в компоненте Р конечно порожденной полугруппы Л 
имеются регулярные элементы, то подполугруппа G(P), порожденная 
ими, является конечно порожденной (и, очевидно, является группой). 
Учитывая, что это тривиальное утверждение очень существенно исполь­
зуется в дальнейшем, приведем его доказательство. 

Напомним, это элемент хбЛ называется р е г у л я р н ы м в Л, если су­
ществует такой r/бЛ, что х=2х+у в Л. Пусть а — регулярный элемент 
из Р, конечное X порождает Л, Y=X(a). Тогда имеется такой а&А, что 
а = 2а + а1 в Л. Обозначим aJ

rai через Ъ и покажем, что Z={y + b\y£Y} 
порождает Р. Очевидно, все элементы из множества Z лежат в Р и яв­
ляются регулярными. Но элементы G(P)—это в точности регулярные 
элементы Р. Поэтому Z^G(P). Если g— произвольный элемент из 
G(P), то g = a + gx для некоторого gv Вместе с тем X(g) = Y и, значит, 
g = V п{у)у, где п (у) — натуральные числа. Отсюда 

g = a + gi = a+ %n(y)b + g1 = g+2 лО/)Ь---=2 п(У)(У + ь)-
yeY y£Y y£Y 

Множество L(X) формальных линейных комбинаций элементов 
Х={хи . . . , xh}, т. е. выражений вида П&+ ... +nkxh, где пи . . . , nh— 
натуральные числа, вместе с операцией покоординатного сложения обра­
зует коммутативную полугруппу. Нулем в ней является комбинация с 
нулевыми коэффициентами, обозначаемая через о. Будем говорить, что 
одна комбинация меньше другой, если она делит вторую в L(X), что 
комбинация минимальна в некотором множестве комбинаций, если в 
этом множестве нет отличной от нее и меньшей комбинации, и т. п. Если 
Xt^X, мы считаем L(Xt) подполугруппой L(X). 

Если Х^А, то имеется единственный гомоморфизм L(X) в Л, про­
должающий тождественное вложение X в Л. Этот гомоморфизм каж­
дому элементу из L(X) приписывает значение в Л. При этом зна­
чения разных элементов L(X) могут оказаться равными. Говоря, 
что / и g из L(X) равны в Л (и записывая f=g в Л), мы понимаем под 
этим, что образы fug равны при рассматриваемом гомоморфизме L(X) 
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в Л. Аналогично мы понимаем, что / делит g в A, f нерегулярен в Л, и т. п. 
Нам удобно рассматривать L(X) и при пустом X, понимая в этом случае 
под L(X) одноэлементную полугруппу и приписывая ее элементу в каче­
стве значения в А нуль полугруппы А. 

В дальнейшем типичной будет более общая ситуация, когда У не со­
держится в Б, а имеется отображение ф множества У в 5, которое не 
обязательно взаимно однозначно. Ясно, что это ф однозначно продолжа­
ется до гомоморфизма L(Y) в В. Образ у из L(Y) при этом гомоморфиз­
ме мы называем з н а ч е н и е м р В . В наших рассмотрениях всякий раз 
будет понятно, какое "ф имеется в виду. 

Элемент h из А мы называем ц е й т и н с к и м э л е м е н т о м Л, если 
для любых х, и, УЁЛ ИЗ равенства h-\-xJ

ru = h + xJ
rv в А следует равен­

ство h + u=h + v. Существование цейтинских элементов в конечной поро­
жденной коммутативной полугруппе следует из теоремы Редей о конеч­
ной определенности ([2], теорема 9.28) и теоремы Г. С. Цейтина ([3], лем­
ма 5). Пусть г|> отображает X в Л, ^Х порождает Л, X содержит k эле­
ментов и Х={хи . . . , xh}. Ясно, что среди цейтинских элементов Л су­
ществуют элементы вида 

ntyXi + . . . + ntyxky (1) 

где п — натуральное число, большее 1. Дело в том, что элемент, деля­
щийся на цейтинский, снова цейтинский. Среди цейтинских элементов 
выберем такой, который допускает запись вида (1) с наименьшим п>\. 
Этот элемент будем называть м и н и м а л ь н ы м ц е й т и н с к и м э л е ­
м е н т о м Л для г|), а наименьшее п> 1, для которого (1) есть цейтинский 
элемент, назовем ц е й т и н с к и м ч и с л о м Л для \|). 

Если cdL(X), Y^X^A, через L(Y)/EC мы обозначаем факторполу-
группу полугруппы L(Y) по отношению конгруэнтности Ес на L(Y), за­
даваемому условием: Ес(и, v)<=>c + u = c + v в Л. Имеется естественное 
отображение Y={yu ..., ут} в L(Y)/EC, переводящее y£Y в классе уЕс по 
Ес, содержащий у, и это отображение продолжается до гомоморфизма 
L(Y) на L(Y)/EC. В этой ситуации через h(У, с) мы обозначаем элемент 
вида m/i+ ... + пут с наименьшим натуральным /г>1, значение которого в 
L{Y)jEc является цейтинским элементом. По определению, полугруппа 
L(Y)/Ec+h(V> c) является полугруппой с сокращением. Через G(Y, с) мы 
обозначаем максимальную подгруппу полугруппы L(Y)/Ec+h{Y)C). Пусть 
А(У, с) = п(У, с)у, + .. . + n(Y, c)ym. 

Сейчас мы напомним (правда, в несколько измененном виде) опре­
деления ряда понятий, которые будут центральными в наших рассмот­
рениях и которые играли основную роль и в предыдущих работах автора 
по коммутативным полугруппам (см. [4] — [7]). 

Записывая, что YczX, мы понимаем под этим, что одновременно Y^X 
и Y=/=X. Пусть конечное X порождает Л, a h — элемент из L(X). Для YaX 
через R(A, У, Л) обозначим совокупность тех комбинаций с из Ь(Х— У), 
для которых с + и не делится в Л на h ни при каком иб£(У), через 
2К(А, Y,A) обозначим множество максимальных комбинаций из 9i (A, Y,A), 



106 М. А. Тайцлин 

а через 5Ш± (А, У, Л) —множество тех комбинаций из L (X—У), для которых 
существуют большие комбинации в 9И(А, У,Л). Подробнее, «е лежит в 
НИ (А, У, Л)» равносильно тому, что в лежит в 91 (Л, У, Л), но е + / не лежит 
в 91 (А, У, Л) ни при какой f из X—У, а «в лежит в 9Л4(А, У, Л)» равно­
сильно тому, что существует / из Ь(Х—У), для которой e + f лежит в 
2Я(А, У, Л). В частности, ЗЯ(А, У, Л^ЭД^А, У, Л), и если ЭЯ(А, У, Л) 
пусто, то пусто и 5Wi(A, У, Л). 

Из теоремы Диксона ([2], стр. 163—164) следует, что множества 
'9Я(А, Y,A) иЗЙ^А, Y,A) конечны. 

Ясно, что если 9Й(А, У, Л) непусто, то У непусто и У замкнуто в X. 
Действительно, если а6ЯИ(А, У, Л), 6GX—У и Ь делит в Л некоторый эле­
мент из L(Y), то а + &Ё91(А, У, Л), а это противоречит определению 

•ЯЯ(А, У, Л). 
Если At делится в Л на А2, а А2 делится в Л на hu то Э1(/г±, У, Л) = 

• = Ю(А2, У, Л). Значит, в этом случае 2Я(АЬ У, Л)=5ГО(А2, У, Л) и 
ЩА,, У, Л)=ЗЯ1(А2, У, Л). 

Л е м м а 1 (ср. [4], лемма 3; [7], лемма 14). Пусть конечное множе­
ство X порождает А и h£L (X). 

а) Для любого х£Ь(Х) либо х делит А в А, либо существуют такое 
YaX и такие u£L(X—Y) и v£L(Y), что x=u + v в L(X), а ыбЗЯ^А, У, Л). 

б) Для любого YtCzX и любого х из 91(А, Уь Л) существуют такое 
У^}7! и такие и4 и и2, что ^GSM^A, У, Л), u2£L(Y—Yt) и x=ui + u2 
eL(X). 

в) Если Ус=Х; и1и2вЬ(Х—У); viv2£L(Y); ul + vi = u2 + v2 в А, то 
:и£Щк, У, А)<=>и2вЩ1г, У, Л); и&Ш(К У, Л) ^a2G2Jt(A, У, Л); 
.а1б2»1(А, У, Л)^>-а2е2К1(А, У, Л). 

г) £с/ш wG2Jti(A, У, Л), то лмбо а — ж/ль в L(X— У), либо а нерегу­
лярен в Л. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Утверждения в) и г) очевидны; а) есть част­
ный случай б) (при пустом У4). Доказательство б) приведено в [4] (см. 
там доказательство леммы 3). 

Пусть конечное X порождает Л. Строго убывающую последовательность 
YQ = X, Ух, . . . , Ут подмножеств X (т. е. такую, что Yt+i d У/) вместе 
с последовательностью cv . . . , cm, для которой c/£L(y*_i— Yi), CiEd.£ 

•е 3»i (A*-!, У,£„,, L{Yi^)/Edi)9 {Yi-г - У,) Ed/ П У ^ пусто, где dt = ^ ^ Для 

.i—2, . . . , m; d1 — нуль полугруппы Л; A/_i — значение А (У^-ь d/) при таком 
гомоморфизме L(Yi^) на L (У,-^.) , при котором #£У/-1 переходит в #£d/, 
a Q^.—образ Q при этом гомоморфизме, назовем к о о р д и н а т о й полу­
группы Л о т н о с и т е л ь н о X. При пг = 0 координата есть одночленная 
последовательность (X). Ясно, что для любой координаты (У0, . . . , Ут; 
xv . . . , ст) У т замкнуто в X и содержит мно кество Х° элементов X, деля­
щих нуль полугруппы Л. 

Л е м м а 2. Пусть конечное X порождает А. Для каждых х£Ь(Х) и 
ZczX существуют такая координата (У0,..., Ут; си...,ст) относительноX 
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т 
м, такой и, что Ym^Z и х=с + и в Л, где с = 2 си u£L(Ym) и для неко-

торого ui^L(Z) значение u + uY делится в L(Ym)/Ec на значение h(Ymi с). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Лемму докажем индукцией по числу элемен­

тов X. Пусть h = h(X, о). Если при некотором u£L(Z) x + ui делится 
на h в Л, то в качестве координаты надо взять (X), а в качестве и — 
сам х. Если же х + и± не делится на h ни при каком ui^L(Z)i то, по лем­
ме 16), существуют такие YtczX и c162)?1(/i, Yu Л), v^L(Yl)i что x=ci-\-v 
в Л, a Y^Z. Пусть (Уь ..., Ут; с2,..., ст) —такая последовательность, что 
iYtEei . . . , YmECl, c2ECl, . . . , cmECl) является координатой L(Yi)/ECl от­
носительно YtECl; Ym^Z, а значения v и c2 + . . . +cm + u равны в 
L(Yi)IECv где ui±L(Ym) и для некоторого u^L(Z) значение u + ut делится 
на значение h(Ymj с) в L(Ym)/Ec. Тогда x=Ci + v = c + u в Л, а (X, Уь . . . 
. • •, Ym\ cu c2j . . . , ст) — координата Л. 

К о о р д и н а т н ы м и п а р а м и полугруппы Л относительно порож­
дающего Л конечного множества X назовем пару (X, о) и такие пары 
(У, с), где YczX, a c£L(X—У), для которых существует координата 
(У0, ..,, Ут; си ..., сш), удовлетворяющая условиям: Ут=У, с = с^+ ... + с т в 
• L(X). Через Г (Л, X) обозначим множество всех координатных пар Л 
относительно X. Ясно, что множество Г (Л, X) конечно. 

На множестве Т(Л, X) рассмотрим отношение ^ , считая, что 
(У, c ) ^ ( Z , Ь), если yg=Z, a c = ct + c2 в L(X), где c2GL(Z — У), с4€ 
€ £ (X — Z) ис! делит Ь в L (X). 

Легко проверяется, что это отношение ^ является частичным поряд­
ком, а пара {X, о) является наибольшей в Т(А, X). 

Заметим еще, что пара (Z, о) является координатной для всякого 
замкнутого Z^X. 

Действительно, по лемме 2 существуют такая координата (У0,..., У™; 
пг 

си ..., ст) и такой u£L(Ym), что в Л o = c + w, где £ = 2 Ъ, a Ym^Z. Из 
г ' = 1 

замкнутости Уш следует, что с = о, а из замкнутости Z следует, что 
u£L(Z). По лемме 2 можно еще предполагать, что для некоторого и£ 
•&L(Z) значение и-\-и{ делится в L(Ym)/Ec на значение h(Ym, с). Так как 
с = о, то это равносильно тому, что u + uY делится на h(Ym, о) в Л. Из 
замкнутости Z и определения /*(УШ, о) следует, что ym = Z. 

В частности, является координатной пара (Х\ о). Ясно, что эта пара 
является наименьшей в Г (Л, X). 

Если с — нерегулярный элемент из X, то множество Х{с} тех эле­
ментов у£Х, для которых существует такой v£L(X)y что x + y + v = x в Л, 
замкнуто в X и либо пара (^{с}, с) является координатной, либо с рав­
няется в Л линейной комбинации отличных от с элементов X. 

Первое из этих утверждений очевидно, а для доказательства второго 
надо использовать лемму 2. По этой лемме (при Z = X{c}) существует 

"такая координата (У0, ..., Ym; cu ..., ст), что Ym^X{c} и для d = c4 + ... 
... + cm и некоторого такого u£L(Ym), что значение и + и^ делится в 
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L(Ym)/Ed на значение h(Ymj d) для некоторого u£L(X{c}), c = d + u в Л. 
Если с£Х{с}, то с делится в А на 2с и с регулярен. Если c£Ym— X{c}, 
то из замкнутости Уш следует, что d = o. Теперь c+uY делится на 2 с в А. 
Но u£L(X{c}), и, значит, с + и± + и2 = с в А для некоторого w2GL(X). 
Опять получается, что с делится на 2 с в Л, что противоречит нерегуляр­
ности с. Итак, c6L(X—Уш). Если d делится на с в £(Х), то d = c,. 
aGL(X{c}). Из определения /г(Уш, с) следует, что тогда Ym = X{c}. Если 
же а не делится на с в L(X), то с равняется в А линейной комбинации 
отличных от с элементов X. 

С двумя координатными парами (У, с) и (Z, Ь) свяжем множество 
№(с, 6, У, Z, Л) тех элементов у из L(Y), для которых существуют та­
кой u£L(Z)y что в А 

c + h(Y, c)+v = b + h(Z, b)+u. (2) 
Через &i(c, b, У, Z, А) обозначим множество минимальных элементов-
из Я (с, Ь, У, Z, Л), а для uG^(c, Ь, У, Z, Л) через ^(и) —такой из 
u£L(Z), для которого в Л выполняется (2). 

Если иь i>2G$(c, b, У, Z, Л) и Vi = v2 + w в £(У), то w£L(Z). 
Действительно, в Л 

с + А(У, с) +vl = c + h(Y, с) + v2 + w = 
= b + h(Z, b) + щ^2) +w = b + h(Z, b) + ul(vi). 

Если w = w± + ai в L(X), w£L(Z), a£L(X—Z), а{ф09 а координата 
(У0, Yu ..., Ут; с4,..., cm) такова, что b = ci + ... + cm и Ym = Z, то ai = a + a2 + 
+ a3, а2€£(У*— Yi+i), ^36^(Уг+1), а6У<—У<+4 для некоторого и Пусть rf== 
= 4̂ + ... + ^. Тогда для некоторых w2, wz из L(Yi+i) значения ci+i + a + 
+ a2 + t<y2 и ci+l + w3 равны в L(Yi)/Ed, а ^•+1£deSW1(/ib У,+1£й, L(Yi)/Ed). 
Пусть /бВД—У,+ 1), !Е£ЩК Yi+iEd, Ь(У,)/Ей) и c,+1 делит / в О Д . 
Тогда значения / + а + а2 + ш2 и f + wz равны в L(Y{)/Ed9 но (f + a + a2)Ed§ 
$%R(hu Уг+î d, L(Yi)/Ed). Это противоречит лемме 1в). 

Наконец, через 9t(c, У, Л) обозначим множество тех v£L(Y), для ко­
торых существует такой u£L(Y), что в Л 

с + у = с + /*(У, с)+и, (3) 
и через 9tt(c, У, Л) —множество минимальных элементов из St (с, У, Л),. 
а для и£Я(с, У, Л) через м2(*0 —такой из иб£(У), для которого в Л вы­
полняется (3). 

Пусть ф — гомоморфизм Ь(Х) в Л, У^Х, cGL(X). Скажем, что У 
(ф, с)-замкнуто в X, если фс+ф# не делится в Л на qc + qx для 
всяких y£L(Y), х£Х— У. Например, если X порождает Л, ф тождествен­
но на X, (У, с)£Т (Л, X), то У является (ф, с)-замкнутым в X. 

Л е м м а 3. Пусть ф, г|э — та/ше отображения конечного множества X 
в А, для которых выполняются условия: 

1) фх порождает А, и tyx порождает Л; 
2) для каждого такого х£Х, что ух нерегулярен, найдутся такие 

и, v£A, что ух = ̂ х + и, tyx = tyx + u + v в Л; 
3) для каждого такого х£Х, что фх регулярен, tyx тоже регулярен и 
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Будем через ф и ф обозначать также гомоморфизмы L(X) в А, про­
должающие ф и г|) соответственно. Тогда: 

а) цейтинские числа А для ф и г|) равны, а минимальные цейтинские 
элементы /1Ф и h^ полугруппы А для ф и г|) делятся в А друг на друга; 

б) У (ф, с)-замкнуто в X тогда и только тогда, когда У (ф, с)-замк­
нуто в X (для каждых Y^X и c£L (X)); 

в) (<рУ, Ф ^ ) 6 Г ( Л , фХ)^^(г|)У, я|зс)еГ(Л, я|ЛГ) для каждого ceb(X-Y) 
м каждого (ф, с)-замкнутого Y^X; 

Г) ф^£$ (фс, фб, фУ, qZ, Л)^=м|шС$?(г|)С, я|)Ь, грУ, \|}Z, Л) для каждых 
таких с£Ь(Х—У), b£L(X—Z), (ф, с)-замкнутого Y^X, (ф, Ь)-замкнутого 
Z^X, что (фУ, фс)бГ(Л, фХ), ^ Z , ф6)бГ(Л, фХ), а каждого u£L(Y); 

д) ф^£§1(фс, фУ, Л)-Ф=м|ш6Я(г|эс, г|)У, Л) для каждых таких с£Ь(Х—У), 
(ф, с)-замкнутого Y<^X, что (фУ, фс)€Г(Л, фХ), и каждого u£L(Y); 

е) полугруппы L(<pY)/Evc и L(tyY)/E^c, ^фУ)/ДрС+/1(фУ,фс) а 
L(^Y)/E^c+h^Y^c) и группы G(yY, ус) и G(tyY, г|зс) изоморфны (для каж­
дых с&Ь(Х— У) и (ф, с)-замкнутого Y^X); 

ж) значение ц>х в L(фУ)/£,
фc+/l(фГ( фс) тогда и только тогда лежит в 

С(фУ, фс), когда значение tyx в L(^Y)/E^c+h(^Yi ^с) лежит в G(tyY, tyc) 
(для каждых c£L(X—У), (ф, с)-замкнутого Y^X и хбУ). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . а)^Если ух регулярен, то из ( Ф * ) О ОСФ*) сле­
дует, что в Л 

ц)Х = пух + и = ̂ х + ии 

где п — подходящее натуральное число, а иии2£А. В этом случае ^х 
тоже регулярен, и аналогичное равенство показывает, что tyx делится в 
Л на ф*. Если щ нерегулярен, то ух делится в Л на я|)#, а г|)л; делится в 
Л на ух по определению. Значит, 2 тЧх и 2 т г 1 э л ; ПРИ к а ж Д ° м н а" 

хвх хех 
туральном m делятся в Л друг на друга и одновременно являются или 
не являются цейтинскими. 

б) Пусть х£Х—У, y£L(Y), а ус + цу делится в Л на фс + фх. Тогда, 
в силу а), tyc + tyy делится в Л на i|3C+i|5*. Если теперь допустить, что У 
является (г|), с)-замкнутым, то получим, что У является также 
(ф, с)-замкнутым. Меняя местами ф и гр, закончим доказательство б). 

Ясно, что лемма 3 верна при пустом X. Утверждения в) и д ) — ж) 
мы доказываем индукцией по числу элементов X. Для проведения ин­
дукции нужно предварительно установить несколько фактов. 

П е р в ы й ф а к т . Для любых и£Ь(Х) и (ф, о)-замкнутого YczX 
фи€2Я(Аф, фУ, Л)<=м|ш69И(/ц, я|)У, Л). 

Действительно, если имеет место левая часть и для u£L(Y), u2£L(X) 
в Л tyu+tyui = hib+'tyu2, то 

Ц)Н + ф^! = \|Ш +1pWt + И3 = h$ + 1|Ш2 + ^з = ^Ф + 1|Ш2 + # з + #4, 

где з̂» и4бЛ, а это противоречит выбору и. Значит, tyu+tyUi не делится 
щ Л на /ц ни для какого u&L(Y). Из того, что фаб^(фАг—фУ), и из 
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(ф, о)-замкнутости Y следует,«что u£L(X— У). Поэтому г|шб$(/ц,г()У, Л). 
Вместе с тем для любого х£Х — У и подходящего Wi^L(Y) 

^u + ̂ x+^wi=ifU+^+^wi + ui = h^+w + ui = h^+w + ui + u2, 

где w, ui9 и£А. Значит, г|ш€:2>1(/ц, о|)У, А). Обратная импликация про­
веряется так же. 

В т о р о й ф а к т . Для любого (у, о)-замкнутого YczX фУ и -фУ по­
рождают в А одну и ту же подполугруппу. 

Действительно, если а лежит в подполугруппе, порожденной фУ, 
а=я|)2 в Л, где z£L(X), а х£Х—У встречается в г с ненулевым коэффи­
циентом, то в Л для подходящего u£L(Y) 

1|ш = щ + и± = а + Ui = г|)# + и2 + ии 

где ии и2£А, а это противоречит (я|), о)-замкнутости У. 
Т р е т и й ф а к т . Для любого (ф, о)-замкнутого Y^X и любого 

cQL(X) полугруппы L(фУ)/£,
фc и L(^)Y)/E^C=L(^)Y)/E(fc изоморфны. 

Рассматривая теперь для (<р, о)-замкнутого Y^X и c£L(X) отобра­
жения ф! и\|54У в L(<pY)/Eve, гдеф1(«/) = (ф(/)/£,

фс,-ф1(у) = (ф2)£фс, гб£(У), 
ф2=г|я/ в Л для г/б У, найдем, что эти ф! и г|р± удовлетворяют условиям 
1) — 3) леммы 3 с заменой X на У, ф на ф4 и «ф на яр±. 

в) Фактически требуется установить только первый факт, что уже 
сделано. 

д) Аналогично следует из а). 
е), ж). Следуют из третьего факта и доказательства утверждения а). 
г) Пусть ф^€$(фс, фб, фУ, ф£, Л). Тогда в Л 

фС+Л(фУ, фс) + yv = q)b + h(q)Z, фб) +ф^!, 

где u£L(Z). Ясно, что в Л 

i|)C + ft(tpy, я|зс) +я|)0 = ф£+А(фУ, ф )̂ +ф0 + фа>, 

фС + /г(фУ, фс) +ф1; + фо; + фШ1 = фС + /1(фУ, фс)+фУ, 

где wy wiQL(Y). Если бы ф^ делилось в Л на фл:, где хбА'—Z, то в Л при: 
подходящих u2£L(Z), u£L(X) 

<рЬ + (ри2 = Ц)Ь+ц)Х+Ц)и3, 

что противоречит (ф, Ь) -замкнутости Z. Значит, w£L(Z). Окончательно 
в Л имеем 

грс + А(г|)У, 'фс)+г|)^ = ф6 + /1(ф2, фЬ)+фМ1+фШ=г|з6 + А(г|з2, ipb)+\|5W4. 

где a4GL(Z). Значит, г|л;б№(фс, фб, фУ, <pZ, Л). Обратная импликация 
проверяется так же. Лемма доказана. 

Элементы zi9..., zt группы G называются н е з а в и с и м ы м и в G,. 
если для любых целых /гь..., щ из равенства я ^ + .-. + ад нулю в G сле­
дует, что п1 = ... = п1 = 0. 
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Скажем, что конечное X канонически порождает Л, если X порожда­
ет Л и выполняются следующие условия: 

а) для каждой компоненты Р полугруппы Л, если Р содержит регу­
лярные элементы, то X содержит множество Х(Р)9 состоящее из всех-
элементов конечного порядка из G(P)9 элементов z1(P)9...9zl{p)P из G(P) 
и таких независимых в G(P) элементов у1(Р),...,у1{р)(Р), что каждый 
элемент из G(P) равен в G(P) сумме элемента конечного порядка и це­
лочисленной линейной комбинации элементов у1(Р)9...9 у1{р)(Р) (други­
ми словами, элементы конечного порядка из G(P) и элементы 
у*{Р), . . . , УЦР){Р) порождают G(P) как группу), a yl{P) + z{(P) есть 
нуль в G (Р) для / = 1, . . . , 1(Р)\ 

б) для каждого нерегулярного Х<сХ множество X — {х} не порожда­
ет Л; 

в) X есть объединение множества нерегулярных элементов из X и 
множеств Х(Р) для всех таких компонент Р полугруппы Л, которые со­
держат регулярные элементы. 

Если Л конечно порождена, то Л порождается некоторым конечным 
Xi9 для которого выполняется б). Для каждой компоненты Р выберем 
в качестве Х(Р) такое множество, которое состоит из элементов конеч­
ного порядка из G(P), элементов zi(P)9...9 zl{p) (P) из G(P) и независи­
мых в G(P) элементов yi(P)9...9 yl(p)(P)9 и при этом Х(Р) порождает 
G(P), а?(Р)+у{(Р) —нуль в G(P) для i=l9...,l(P). Пусть X есть объе­
динение нерегулярных элементов из Xt и Х(Р) для таких компонент Р„ 
которые содержат регулярные элементы. Это X канонически порож­
дает Л. 

Прежде всего заметим, что X порождает Л. Если х — регулярный 
элемент из Л, то х лежит в некоторой компоненте Р и, значит, равен в.; 
Л подходящей линейной комбинации элементов Х(Р). Если х — нерегу­
лярный элемент из Л, то х равен в Л линейной комбинации некоторых 
элементов из Хи среди которых все регулярные, по предыдущему, лежат 
в подполугруппе, порожденной Х9 а нерегулярные лежат в X. 

Если х — нерегулярный элемент из Х9 лежащий в компоненте Р9 и х 
равняется в Л линейной комбинации отличных от х элементов Х9 то все 
регулярные элементы, встречающиеся в этой комбинации с ненулевыми, 
коэффициентами, лежат в отличных от Р компонентах Q<i*P9 а потому 
равняются в Л линейным комбинациям отличных от х элементов Х^ 
Получается, что б) не выполняется для Хи а это невозможно. Значит, X 
удовлетворяет условию б). Условиям а) и в) X удовлетворяет по по­
строению. 

§ 2. Условия изоморфизма 

При изоморфизме А^ на Л2 сохраняются отношения О и <Ц>, и, значит* 
этот изоморфизм индуцирует изоморфизм <S(44); <Г> на <5(Л2); <Г> 
В частности, при изоморфизме компоненты отображаются на компонен­
ты. 
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В этом параграфе мы будем для t = l , 2 предполагать, что конечное 
Xi канонически порождает А{. 

При изоморфизме А^ на А2 нерегулярный x£Xi переходит в нерегу­
лярный элемент А2. Этот изоморфизм индуцирует изоморфизм структу­
ры замкнутых подмножеств Xt на структуру замкнутых подмножеств Х2. 
Если при индуцированном изоморфизме Х^х) переходит в замкнутое 
Y^X,, то подполугруппа, порожденная Х^х), отображается на подпо­
лугруппу, порожденную У. 

Элементы этой подполугруппы являются линейными комбинациями 
элементов У, т. е. имеют вид 

ttiyi + ... + ад*, (4) 

где пи..., nh — натуральные числа, a r/lv.., yk£Y. 
Образ х есть элемент вида (4), где п{фО для всех i и среди Уи...уук 

встречается нерегулярный у{ с X2(yi) = Y. 
Действительно, в противном случае пусть w{ — прообраз у{. Будем 

также считать, что п{фО для всех и Тогда w{ либо регулярен, либо 
Х1(ы)^ФХ±(х)9 x = nlwi + ... + nkwh. Если регулярный w{ делится на х, то 
wi—2wi + w'=2x-{-w// и x=2x-\-wf" при подходящих w\ до", до'", а это 
противоречит нерегулярности х. Значит, ни один до* не делится на х, и 
каждый ш{ является линейной комбинацией Х{(х) — {х}. Это противоре­
чит условию б). 

Если ух — нерегулярный и Х2(г/г) = У, то щ=1. 
Действительно, если я*>1, то образ х имеет вид Уг+Уг + v. Пусть z— 

прообраз уь а и — прообраз v. Тогда z и и — линейные комбинации эле­
ментов Х±(х). Если z = x + zu то x = 2x+2Zi + u, а это противоречит нере­
гулярности х. Если же z есть линейная комбинация элементов 
Xi(x) — {*}, то и = х + и1 (ибо иначе Х{(х) — {х} порождает Л, а это про­
тиворечит условию б)), x=x + 2z + ul и Xi(z)=^=Xi(x) (иначе х регуля­
рен). Поэтому Х2(у{) ФУ, что противоречит выбору у{. 

Итак, образ х имеет вид y + v, где у£У, Х2(у) = У, у нерегулярен, а 
v — линейная комбинация элементов У. По предыдущему, v не делится 
на у. Пусть и — прообраз и, z — прообраз у. Тогда и не делится на х 
(иначе v делится на у), значит, z = x + zi. Теперь x = x-r-zl + u, x-\-zi = 
= x + 2zi + u1 y = y + v + vu где vx — образ 2 ^ + и. Отсюда, в частности, сле­
дует, что Х2(и)ФУ. 

Итак, нами доказана 
Л е м м а 4. С изоморфизмом ф А^ на А2 связываются такие изомор­

физм ф структуры замкнутых подмножеств Xv на структуру замкнутых 
подмножеств Х2 и отображение ф* множества нерегулярных элементов 
из Xi в множество нерегулярных элементов из Х2, что для каждого у£.А{ 

^.(Ф(У))4№(?)) -
При этом для каждого нерегулярного x£Xi 

X2(q(x))=X2(<p*(x)) 
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и существуют такие v(x), w(x)£A2, что в А2 

y(x)=q>*(x).+v(x), <p*(x)+v(x)+w(x)=tp*(x), 
a X2(v(x)) —собственное подмножество Х2(у(х)). 

Л е м м а 5. ф* есть взаимно однозначное отображение множества не­
регулярных элементов из Хх на множество нерегулярных элементов из 
Х2. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если у — нерегулярный элемент из Х2 и 
ф(У) =Х2(у), то образ у при изоморфизме, обратном к ф, имеет вид 
х + и, где х — нерегулярный элемент из Хи Х^{х) = У и существует такой 
и&Аи что x + u + ui=x. Теперь ц(х)=ц)*(х)+v(x)=y + cp(ui). Если 
ф(^) =ф*(х) + v2, то x=x + 2u + 2ui9 

(р(х)—ц)(х + 2и) +2q>(Ui)=2(p*(x) +v3 = 2(p*(x) -\-2w(x) + 2v(x) + vSj 
X = = £X "J" U2, 

а это противоречит нерегулярности х. Значит, ф(^) не делится на ф*(х). 
Если уф<р*(х), то q>*(x)=y+<p(ui)+w(x), и правая часть является ли­
нейной комбинацией отличных от ц>*(х) элементов Х2, а это противоре­
чит условию б). Итак, ф* есть отображение на. Оодновременно фактиче­
ски доказана и взаимная однозначность ф*. Лемма доказана. 

Ясно, что q>G(Р) = G(фР) для каждой компоненты Р полугруппы Л. 
Потому множества Х±(Р) и Х2(уР) содержат по одинаковому числу эле­
ментов. Для нерегулярных xdXi уже определено q>*(x)9 а для регуляр­
ных xGX1 определим ф*(*) так> чтобы ф* отображало Х±(Р) на Х2(<рР) 
для каждой компоненты Р полугруппы Аи в которой есть регулярные 
элементы. Тогда ф* является взаимно однозначным отображением Xt на 
Х2. Через ф* мы будем также обозначать гомоморфизм Ь(Х^ на L(X2), 
продолжающий это отображение. 

Л е м м а 6. Пусть ф — изоморфизм Ai на А2. Тогда 

n(Y,c)=n(vY,<p'c), (5) 

Т(А2, *2) = {(фУ, tfc)\(Y, c)GT(Ai9 XJ}, (6) 

Я(<р*с, ф*6, фУ, <pZ, А2)=ц*®(с, Ь, У, Z,-i4i), (7) 

«(ф*с,фУ, Л2)=Ф*«(с, У, Л4) (8) 

(Эля любых (У, с), (Z, 6) б Г ^ ! , ^ ) ; 

ф(^1(^))=Х2(ф*(^)) (Эля каждого хвХи (9) 

полугруппы L (Y)/Ec и L (фУ)/£,
ф*с одновременно являются или не являются 

группами, (10) 

полугруппы L (Y)/Ec+h{Y,C) и L (ф^)/£ф*с+Л($у,ф*г) изоморфны, (11) 

группы G(Y, с) и 0(фУ, ф* с) изоморфны, (12) 
значение х в L(Y)/Ec+h(Ytc) лежит в G(Y,c) тогда и только тогда, 

когда значение у*х лежит в 0(фУ, ф*с), (13) 
3 Математический сборник, т. 93(135), № 1 
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Ф* индуцирует изоморфизм фактортлу групп 

{Hy)lEc+HY,c))lG{Y,c) и ^($К)/^^ ( $ у > ф . с ))/0(фУ,ф*с) (14) 

для каждых (Y> c)£T(Alt Xx) и x£L(Y). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть ty(x) =y*(x) для х&Хи Х=Х{ и 

А = Л ь Из леммы 4 следует, что выполнены условия 1) —3) леммы 3 
(с заменой ф на ограничение ф на X). Значит, имеют место утверждения 
а) — ж) леммы 3. Так как ф — изоморфизм Ах на Л2, то можно в а) — ж) 
заменить ф на тождественное отображение Хх в At и Л2 на Ai в соответ­
ствующих местах. Например, 

(ФУ,фс) 6Г(Л2,фХ) ^ (У, с) ЬТ(АМ 

и потому в) можно переписать так: 

(У, с) еТ(АиХ,) ^ (фУ,г1)с) € Г ( Л 2 , ^ ) . 

При этом tyX есть Х2. Остается заменить -фУ на фУ и г|)с на ф*с. Лемма 
доказана. 

Ясно, что отображение ф индуцирует отображение множества компо­
нент Ai на множество компонент Л2, которое мы также обозначаем через^ 
ф. Если ф — изоморфизм, то 

группы G(P) и (?(фР) изоморфны (15) 

для каждой компоненты Р полугруппы Л1# 
Независимо от ф можно рассматривать такие пары отображений 

(ф, ф*), что ф является изоморфизмом структуры замкнутых подмно­
жеств Xt на структуру замкнутых подмножеств Хг, а ф* взаимно одно­
значно отображает Х\ на Х2у переводя регулярные элементы в регуляр­
ные, а нерегулярные — в нерегулярные. Такую пару (ф, ф*) мы будем 
называть х о р о ш е й , если выполнены условия (5) — (15). Из леммы 6 
следует, что в случае, когда Ах и Л2 изоморфны, хорошие пары сущест­
вуют. 

Напомним, что для X, порождающего Л, и х£Х через Х{х} мы обо­
значаем множество тех у£Х, для которых существуют такие ибЛ, что 
х + у + и = х в Л. Для любого х£Х Х{х) замкнуто в X. 

Используя работы автора [4] и [5], можно построить алгоритмы, ко­
торые для i = 1,2 по конечным множествам образующих и определяю­
щих соотношений для Лг- строят конечное Xiy канонически порождающее 
Лг-, вычисляют цейтинское число А{ для Х{\ Х{{х) для всех х£Х{\ все 
замкнутые подмножества Х{; Т(АиХ{)\ й\(с, 6, У, Z, Л<), St±(с, У, Л*), 
/г(У, с) для всех (У, c),(Z, b) 6 T(Ah Х{); конечные множества опреде­
ляющих соотношений для L(Y)/EC, L(Y)IEC+HY,C), G(Y,c), G(P), а также 
u^v), u2(w) для всех (У, с), (Z, Ь)6Г(Л,,Хг), a>G«i(c, У, А,)» 



О проблеме изоморфизма для коммутативных полугрупп 115 

uG^(c, b, Y,Z,Ai) и всех компонент Р полугруппы А{. С помощью этих 
алгоритмов находятся все хорошие пары. 

Л е м м а 7. Пусть (ф, ф*) — хорошая пара, a xf> — такой гомомор­
физм L(Xi) в L(X2)y что 

1) tyx=q>*x + v (x) для каждого нерегулярного хвХи где v(x)G 
€ОД{<р**}); 

2) $x£L(X2(q>P)) и каждый элемент из Х2(<рР) равен в А2 элементу 
вида г|л/, где y^L(Xi(P))i для каждой компоненты Р полугруппы At и 
каждого х£Х±(Р); 

3) я|) индуцирует изоморфизм L(Y)/Ec+h{Y,c) на L(q>Y)/E^c+h(*Y^c) для 
каждой (Ytc)^T(AltX1)\ 

4) <p(c + v) и \p(c + h(Y, c)+uz(v)) равные А2 для каждых 
(Ytc)eT(Ai9Xt) uvQWcYtAJ; 

5) ip(b\+ h(Z,b) + w) и -ф(с + h(Y,c) -\-ut(w)) равны в Аг для 
каждых (Y,c),(Z,b) G T(AuXi) и wb$i(b,c,Z,Y,Ax). 

Тогда -ф индуцирует изоморфизм At на А2. 
Наоборот, если я|) удовлетворяет 1) и 2) и индуцирует изоморфизм 

Ai на Л2, то 3) — 5) выполнены. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Надо проверить сначала, что %р отображает 

AL на А2. Доказываем для произвольного у6Л2, что для некоторого 
х£Ь(Хх) в А2 равны у и г|?(л;). Это следует из 2) для регулярного х. 
Если уже доказано, что каждый элемент каждой такой отличной от Q 
компоненты Qi9 что Qi<TQ, имеет прообраз, а у —-нерегулярный эле­
мент из Qf]X2i то у равен в А2 у*(х) для некоторого нерегулярного 
xGXi и в А2 

y=y + v(x) +w=ty(x) + wf 

где w£L(X2{y}). Так как значение w в А2 лежит в отличной от Q ком­
поненте QiO*Q, то существует такой и£Ь(Хх), что w равен ty(u) в А2. 
Отсюда у и ty(x + и) равны в А2. 

Осталось проверить, что для ху у G L(X{) 

х = у в Ai <=>- tyx = tyy в Л2. 

Используя лемму 2, найдем такие пары (Y, с), (Z, Ь) из Г ^ , Хх), что 
х = с -f^, у = b + ц2 в L (Хх), ^ б L (F), t^ б L (Z), значение «i делится 
на значение h (Y, с) в L (Y)/Ec, значение и% делится на значение h (Z, b) 
в L (Z)/Eb' При этом пусть ut= w±+ w[9 u2 = w2 + w'2, wx б 9fx (c, Y> A^> 
Щ € ̂ i (by Z, Аг). Тогда, по 4), в А2 

^(c + th) = ^(c+h(Y, c) + u2{w±) + w[), 

q(b + u2)^q{b + h(Z,b) + u2(w2) + w%). 

Из 1) и 2) легко следует, что в L(X2) 
8* 
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ф {с + h (У, с) + и2 (щ) + w[) = ф*с + h (фК, ф*с) + ф* (а2 Ю ) + ф*о>1 + *1э 

где 216L($F), а образ 2Х в L (фП/£ф*с+Л(5У|ф*г) лежит в G (фУ, Ф*с), 
ф (ft + h (Z, Ь) -г «2 (ш2) + шз) - ф*& + /г (<pZ, ф*Ь) + ф* (и2 (wt)) + y*w2 + 22, 

где 226L(q)Z), а образ 22 в L (q>Z)/£^6+fc(- z >ф*Ь) лежит в G(<pZ, Ф*6). Если 
фх = фу в Л2, то ф* {и2 (w2)) + q>*w'2 +z 2 б * (Ф*Ь, ф*С q>Z, <рУ, Л2). Из выбора 
22 следует, что ф* (а2 (w2)) + q>*w2 б Л(ф*&, ф*с, cpZ, фУ, Л2). Из (7) следует, 
что щ (w2) + w2 б $ (Ь, с, Z, 7, Лх). Если же х = у в Av то а2 (w2) + w'2£ 
б $ (Ь, с, Z, У, Лх) по определению. Таким образом, если х = у или ^х = -фу, 
то существуют такие 23 и 24, что и2 (wa) + Щ = z3 + 24 в L (Хх), 23 Э 
€*! (6, с, Z, У, 4 ) , 24 б L (У). По 5), в А2 имеем ф (#)=ф (c+ft (У, с)+ах (23)+24), 
а по определению у = с + /i (У, с) + ах (23) + 24, я = с + h (У, с) + Ц* (^i) +w'i 
в Л г В результате 

Х^уВ A1^Ul (23) + 24 - И2 К ) + ^1 В L (УУЕс+'МУшсУ, 

ЦХ = ф# В Л2 44 ф (% (23) + 24) - ф (U2 (WX) +w[) В L (q>Y)/EMc+h(Ytc)) ФФ 

&ф(% (23) + 24) = ф (и2(wx) + w[) в L №)1Е^сЩ~у^су 

Для завершения доказательства леммы остается сослаться на 3). 

§ 3. Запись условий изоморфизма в терминах разрешимости 
одной из систем матричных уравнений 

Символом Ь мы обозначаем единичную квадратную матрицу поряд­
ка i. Символом 0 мы обозначаем матрицу, все элементы которой — нули. 

С каждой хорошей парой (ф, ф*) мы эффективно свяжем сейчас со­
вокупность 2(ф, ф*) квадратных матриц заранее заданных порядков с 
неизвестными элементами, совокупность /0(ф, ф*) матричных уравнений 
видов 

*-* иго- иго 
и несколько совокупностей сравнений Я/(ф> ф*) видов 9Х = a(modm), где 
т — натуральное число, вх и 62 — из 2(ф, Ф*), а а И ^ —заданные прямо­
угольные целочисленные матрицы* 

Основной результат параграфа 
Т е о р е м а 1. Полугруппы Ау и А2 тогда и только тогда изоморфны, 

когда найдется такая хорошая пара (ф, ф*) и для каждой матрицы 0 из 
2(ф, ф+) найдется такая квадратная целочисленная с определителем ± 1 
матрица 6° одинакового с 0 порядка, что набор {9°| 06S (ф, ф*)} явля­
ется решением совокупности уравнений Ю(<р, ф*) и одной из совокупно­
стей сравнений Я, (Ф, Ф*). 
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Оставшаяся часть параграфа посвящена построению Е'(<р~ ф*) и 
-Ю(ф> ф*), Я ; (Ф, ф*) и доказательству теоремы 1. 

Будем для i = 1,2 и для (У, c)£T(Ah X{) предполагать, что группа 
G(Y,c) порождается элементами yi(Y, с), ...,yHY'c) (У, с) и элементами 
конечного порядка из G(Y,c), а элементы у1 (К, с), ..., #'(Г>С)(У, с) незави­
симы в G(K, с). Ясно, что /(У, с)=/(фУ, ф*с) для (У, с)бГ(Л ь X*). 
Пусть 6(Р) —это квадратная матрица с неизвестными элементами по­
рядка /(Я), а 6(У, с) —квадратная матрица с неизвестными элементами 
порядка /(У, с). 

Если G— группа, v£G, п — отрицательное целое число, то под nv 
мы понимаем, как обычно, такой элемент a£G, что и + (—п) v — нуль 
группы G. 

Пусть я|) — такой изоморфизм Ах на Л2, что \j? = ф, а -ф* = ф* для фикси­
рованной на дальнейшее хорошей пары (ф, ф*). Тогда, по лемме 4, для нере­
гулярного х£Х± в Л2 

HXt{x},x) 
Цх - Ф* (*) + 2 ^ (*) У (ф (Хх {*}), Ф**) + а (х)у (16) 

где X°j(x) — целые числа, а и(х)—такой элемент из L (ф(Хх {*})), значение 
которого в L (ф (Хх {л:}))/£,ф*А: имеет конечный порядок. В то же время для 
компоненты Р полугруппы Ах в А2 

W\P)-%Vji(P)-yf(q>P) + u(yi(P)), (17) 
/«=1 

где 0у/ (Р) — целые числа, а и (у1 (Р)) — элемент конечного порядка в G (фР) 
из Х2(фР). Изоморфизм ф для каждой (Г, c)£T(Av Хг) индуцирует изомор­
физм о|) (Y, с) группы G (Y, с) на группу G (фК, ф*с). При этом 

l(Y,c) 

ф (Г, с) (у' (Г, с)) = 2 »/' (У, с) • У (фГ, Ф*с) + и (̂  (Г, с)) (18) 

в 0(ф7, ф*с), где d°ji(Y, с) — целые числа, a u(yl(Y,c))—элемент конечного 
А 

порядка в G (фК, ф*с). 
Ясно, что det0°(P) = ± 1 для каждой компоненты Р полугруппы Ai 

и det6°(y, с) = ± 1 для каждой (Y,c)^T{AuXi). Изоморфизмы а|)(У, с) 
должны быть согласованы с г|). Должны также выполняться условия 
3) — 5) леммы 7. Как показано в лемме 7, это необходимо и достаточно 
для того, чтобы г|) был изоморфизмом А± на А2. 

Итак, с хорошей парой (ф, ф*) связываются целочисленные квад­
ратные с определителем ±1 матрицы 0°(Р), 0°(У, с), целочисленные 
векторы Х°(х) и дополнительное отображение, которое взаимно одно-



118 М. А. Тайцлин 

значно отображает элементы конечного порядка из G(P) на элементы 
конечного порядка из б(фР), элементы конечного порядка из б(У, с) 
на элементы конечного порядка из G(cpF, ф*с), а каждому у1{Р) ставит 
в соответствие элемент конечного порядка из G(q>P) и каждому 
y{(Y, с) —элемент конечного порядка из б(фУ, <р*с) и, кроме того, 
каждому нерегулярному х из Х^—элемент конечного порядка из 
L (Х2 {Ф**} ) 1Еу*х. Всего существует конечное** число дополнительных 
отображений, и каждое из них при заданных Х°(х), 8°(Р), 9°(У, с) опре­
деляет свое ij;. 

Если у — регулярный элемент из У и у лежит в компоненте Р, то 
Х,(Р)^У. Пусть в G(У, с) 

KY.C) 
У(Р)= 2 ^(p^y^)^yi(Yyc)+v(yt(P))J 

И 

где v(yl(P))—элемент конечного порядка, а в С(фК, ф*с) 

У1 (ФР) = 2 Р/< (Р, ^> с) • У1 (фП Ф*<) + о (У (ФР)), 
7 = 1 

где у (у1 (фР)) — опять элемент конечного порядка. Тогда в G (ф7, ф*с) 

где элемент ^ имеет конечный порядок, а, с другой стороны, 

HP) l(Y,c) ^ 

* (г, о (</ (Р)) = 2 е ? ' (р) 2 &* (р' г•с) •у №> w + "»• 
1=1 k=l 

где и2 — элемент конечного порядка. Значит, матрицы 6°(Р) и 6° (У, с) должны 
удовлетворять уравнению 

Р(Р, Г, с) • 6(Р) = 6(К, с) • а(Р, У, с), (19) 
где а(Р, У, с), Р(Р, У, с) —определенные выше прямоугольные целочис­
ленные матрицы. Понятно, что это уравнение не зависит от дополнитель­
ного отображения. При заданном дополнительном отображении вычис­
ляются также uY и и2, которые должны совпадать. Если т — общее крат­
ное порядков элементов конечного порядка групп G(P), G(Y, с), то вы­
полнимость равенства и1 = и2 зависит только от вычетов по модулю ту 
к которым принадлежат элементы матриц 8°(Р), 6°(У, с). Значит, для 
справедливости равенства ut = u2 матрицы 6°(Р), 8°(У, с), кроме урав­
нения (19), должны еще удовлетворять одной из конечного числа систем 
сравнений. Это же замечание относится и к разбираемым далее услови­
ям, и мы его больше уже не повторяем. 
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Если у — нерегулярный элемент из У, то {Х^у},у) является коорди­
натной парой, меньшей (У, с), и можно предполагать, что для нее усло­
вия согласованности уже изучены. Пусть 

HY,c) 

у1 (Х2 {Ф*г/}, Ф*у) - 2 Р" У> Y> с> * У1 &> Ф*С> + v» (2°) 

l(Y,c) 

Ф*У •"= 2 Т ' (У» F» С) • #' (фГ> Ф*С) + У2 

в G (фУ, ф*с), где и1э v2 — элементы конечного порядка, а в G (Y, с) 

где v3 — элемент конечного порядка. Учитывая (16) и (18), имеем 

l(Y,c) l(Y,c) 
* (У, с) (у) = 2 */ (У. Y, О ^ в*/ (^. с) • Ф &Y, Ф*с) + «х, 

* (У, с) (у) = 2 (т* (У» У. с) + 2 *? (У) • Р*/ (^ г • с ) ) • ^ (ФГ> Ф*С> + и * 

где ил, и2 — элементы конечного порядка. 
Получается, что Х°{у), 6°(У, с) удовлетворяют уравнению 

Р(У, У, с) ЗД) +yQ/, У, с) =в(У, с) -б(у, У, с), (21) 

где р(г/, У, с) —определенная выше целочисленная прямоугольная мат­
рица, у (у, У, с) и б (у, У, с) —столбцы целых чисел, а К (у) —столбец с 
неизвестными элементами. Это уравнение можно переписать в более 
удобной форме, предполагая, что в G(Y, с) < 

ЦУ,с) 

у1 (Х± {у}, у) - 2 а / ' (У> Y>c) * У1 ( г ' с > + v» ( 2 2 ) 

н 
где а4 — элемент конечного порядка. 

№(у) и 0°(У, с) тогда и только тогда удовлетворяют уравнению (21), 
когда существует такой столбец целых чисел Х,° (у), что №(у), hi (у) и 6° (У, с), 
G°(^i{y}> f/) удовлетворяют уравнениям 

1 0 \ /1 0 \ /1 0 \ / 1 О 
К(У) 4Y,c)).\Q a(y,Y,c)) \0 $(y,Y,c)) \к(у) е(Х1{у}, у) 

(23) 
1 0 \ / 1 0 \ /1 0 \ / 1 0 \ 

Т(</, К, с) h{Y,o ) \К (У) в (К, с)У 10 6 (У, с)/ V6 (</> У> о) h(Y.o 
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где К{у) —столбец с неизвестными элементами, имеющий /(У, с) эле­
ментов, а а( у, У, с) —прямоугольная целочисленная матрица, опреде­
ляемая равенствами (22). 

Система (23) равносильна уравнению (21) вместе с 

6(У, ф а (у, К,с)=Р(у, К,с)-8№{у},у). (24) 
То, что 6°(У, с) и 9°(-Х"±{£/}, г/) должны удовлетворять уравнению (24), 
доказывается так же, как то, что Q°(Y,c) и 0°(Р) удовлетворяют урав­
нению (19). 

Из обозрения стр. 384—386 статьи [6] видно, что условие 3) сводит­
ся к уравнению 

2 Р (У, Y, с) Л (у) • е (</, Y, с) + 0 (У, с) ц (У, с) = т (У, с), (25) 
УеУнер 

где КНер — множество нерегулярных элементов из У, а е (г/, У, с), ц (У, с), 
т (К, с) — целочисленные прямоугольные матрицы, р (г/, К, с) — ранее опреде­
ленная целочисленная матрица. Надо при этом учитывать, что имеют место 
(12) —(14). 

Совсем просто понять, что условия 4) и 5) все вместе для фиксирован-) 
сной (У, с) и любых (Z, Ь)£Т{А19 Хг), i>G3fi(c, Y, Ax), o>G$i (b, cf Z, Г, Л! 
водятся к уравнению 

2 Р (У. У, с) - X (У) • ех (у, Г, с) + 6 (Г, с) • Л1 (У, с) = гх (Г, с), (26) 

где Si (уу У, с) —строка целых чисел, ^ (У, с) и тА(У, с) —целочисленные 
прямоугольные матрицы, а Унер[^]—множество таких нерегулярных 
элементов у из Хи для которых либо у лежит в У, либо у в L(Xt) делит 
су либо у делит 6 для такой пары (Z, 6)67(^4, Xt), что множество 
Stt(b, с, Z, У, At) не пусто. В этих случаях Xl{y}^Y9 и можно найти та­
кую целочисленную матрицу р(#, У, с), что (20) выполняется для под­
ходящего Vi конечного порядка. Используя (21), перепишем (25) в виде 
6 (У, с) • т]2 (У, с) = т2 (У, с), где т)2 (У, с), т2 (У, с) — целочисленные пря­
моугольные матрицы, а затем в виде 

W,c) 0 W Ь(У,г) 0 \ __ /1л(у,с) 0 \ /h(Y,c) 0 \ 2̂7V 
0 в (К, с)/ U ^ c ) V, J U(K,<?) V , J V 0 ЦУ,с)) ' 

где Л (К, с) —число столбцов в т2(У, с). 
Для преобразования (26) к нужному виду заметим, что для y£YBev[c] 

тождественное вложение Х± {у} в У индуцирует гомоморфизм L (Xt {у}) /Ev 
в G(Y, с). Это очевидно, если y£Y или если у делит с. Пусть у делит 
Ь, а Л(6," с, Z, У, Л±) непусто. Если w, ^е^(Х4{у}) и y+u = y + v в Л ь то 
b + u = b + v в Л4. Значит, в At имеем b + h(Z, b) +w + u = b + h(Z, b)-\-
+ w + v для w£®(b, с, Z, У, Л4). Отсюда в Л± имеем с+Л(У, с ) + М ^ ) + 
+ м==с + Л(У, с)+и 4 (а ; )+0. Значит, в Л4 c + h(Y, c)+u=c + h(Y, c)+v. 
Поэтому в G(Y, с) значения и и v равны. 
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Предполагая выполненными равенства (20) и (22) и повторяя вы­
числения, аналогичные тем, которые мы проводили при выводе уравне­
ния (19), получим, что 0°(У, с) и Q°(Xi{y}fy) удовлетворяют уравне­
нию (24). 

Пусть теперь Унер[с] = {Уи- • • > #J» a ^(Y, с) —прямоугольная матри­
ца с неизвестными элементами, имеющая / столбцов и l(Y, с) строк. 
Пусть Ei(Yf с) —целочисленная матрица, строками которой являются: 
Ei(уи У, с), . . . , ei(yh У, с). Простые вычисления показывают, что вместо 
уравнения (26) можно взять систему уравнений, состоящую из первых 
из уравнений (23) для yGYHev[c] и следующих уравнений: 

1/ о v М О ° V_ Л|/(0 о \[ 1 о ] (28> 
\ Л (У, С) 0 (У, С) J \ 0 \1{у,с)) \ 0 h(Y,c)] \К (Уд в (У, С) 

для 1=1, . . . , /, где v)i(l) —столбец целых чисел, имеющий I элементов, 
i-ft из которых равен 1, а остальные — нулю, 

1/ 0 \JB1(Y9C)\_(B1(Y9C)\ ( 2 9 > 

K(Y9c)9(Y9c)J W(Y9c)J {xAYiC) 

Действительно, из (28) получается, что Kt (У, с) = (Кх (уу), . . . , Ki (yt)), 
из первых из уравнений (23) получается, что К(уд =р(*/г-, У, с)-Х(уг),. 
а потому (29) равносильно (26). 

Теперь ясно, что в качестве 2 (<ф, ф*) надо взять 

{0 (Р), е (У, с), ех (У, с), е2 (у, с), 03 (к, с), е4 <#, у, с), 05 (г) | (У, с) е т (А19 хгу9 
Р — компонента в Л4; #бУнер[£]; 2 — нерегулярный элемент из XJ , а в-
качестве Ю(ц>, ф*) надо взять совокупность, состоящую из всех постро­
енных уравнений (19), (24), (23), (27), (28), (29), в которых писать 

МУ.с) вместо (* I X 02(У, с) вместо f 1 *™ ° \ 03(У,с) вместо* 
\0 0(У, с)) \ 0 0(У,с)/ 

| 1 I »М(Л У, с) вместо | ], 05 (г) вместо [ 
UflV) e(y,c)j> 4КУУ \К(У) WM \m 0(X^},г))г 
а также из уравнений 

о 
о е (к, с) MV^)=(U <

0
y ' f ) 

1/ 0 \ 
\ ( Г , с ) в (К, с ) / ' 

0 
9 (Г, с) 

e' te'r,c)"Ul)«(^))'M2)=(^l> «х,».»)) 
для рассматриваемых г, у, У, с. Этим заканчивается доказательства 
теоремы 1. 
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§ 4. Сведение проблемы изоморфизма к проблеме сопряженности 

Через GL(l, Z) мы обозначаем множество всех квадратных целочис­
ленных с определителем ± 1 матриц порядка /. Мы говорим, что конеч­
ные последовательности (а ь . . . , ak) и (рь . . . , pft) из GL(l, Z) с о п р я ­
ж е н ы , если существует такой фбGL(l, Z), что аг<р = срРг для t = l , . . . , k. 

Л е м м а . 8. По заданным совокупности 2 квадратных матриц с неиз­
вестными элементами, но с заданными порядками, совокупности Ю мат­
ричных уравнений видов 

*=,*., ..£•).,,.-£»),,, = !, (30) 
и совокупности Я сравнений вида 

6i = a(modm), (31) 
где m — натуральное число; 0Ь 02 и Q3 — из 2, а а и р — заданные пря­
моугольные целочисленные матрицы, можно эффективно построить на­
туральные числа k и I и такие конечные последовательности (аи ..., ak), 
(Рь • •., Р̂ ) элементов GL(l, Z), что эти последовательности тогда и толь­
ко тогда сопряжены, когда для каждой 0G2 существует такая целочис­
ленная с определителем ± 1 квадратная матрица 0° одинакового с 0 по­
рядка, что набор {0°| 062} является решением как совокупности урав­
нений Ю, так и совокупности сравнений #. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть 2 = {0t,..., 0n}, l(i) — порядок матрицы 
0г-, 0 — квадратная матрица порядка / с неизвестными элементами. Пусть 
Ю состоит из уравнений 

а*9ф(0 = hufit (i = 1, ... ' , «J, (32) 

^ > = ( e ; i ( \ ° ) (' = 1. •••. ^ (33) 

в/= i/(o (te/i ; / i £ { i n)\ 

а Я состоит из сравнений 

6, = т* (modm) (i£l2\ / , с { 1 , . . . , п}), (36) 

где ф, г|) — отображения {1, . . . , n j в {1, . . . , п}, т, р ь р2 — отображения 
{1, . . . , п3} в {1, . . . , п}, n2</i s , l(^(i))=l(pi{l))+l(p2{i)), оси Рг —це­
лочисленные прямоугольные /(о|з(0) Х/(ф(0)-матрицы, v<— квадратная 
целочисленная матрица порядка /(/) , х* — прямоугольная ^(р2(^)) X 
X / (pi (0)-матрица с неизвестными элементами. Будем предполагать, 

(34) 

(35) 
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что /(1) ^ . . . ^l(n). He ограничивая общности, будем предполагать, что 
.ф(/)^=ф(/) для /=l , . . . , f t i . Через 6° будем обозначать целочисленную 
квадратную матрицу порядка / с определителем ± 1 . В качестве / возь­
мем 9/ь где /i = / ( l ) + . . . + / ( / i ) . 

Разобьем матрицу 6 на клетки. В полученной клеточной матрице бу­
дет по 6ft строк клеток и по 6ft столбцов клеток. Клетки, находящиеся в 
(/+1)-й строке (столбце), где i+l=jn+j1-\-l, / < 3 , j\<.n9 содержат 
элементы строк (столбцов) матрицы 6 от / 7 i+^0 )+ - • -+^(/i) + l Д° 
y / i + / ( l ) + . . . + ^ ( / i ) + / ( / i + l ) при / i > 0 и строк (столбцов) от / / i + l до 
/7i+/( 1) при /i = 0. Иначе, клетки первой строки (столбца) содержат по 
/(1) строк (столбцов), клетки второй строки (столбца) содержат по 1(2) 
строк (столбцов) и т. д., клетки ft-й строки (столбца) содержат по /(ft) 
строк (столбцов), а затем клетки (/z-f-1)-й строки (столбца) содержат 
опять по /(1) строк (столбцов) и т. д. до клеток Зп-и строки (столбца) 
включительно. При / = 3,4,5 клетки, находящиеся в строке (столбце) 
/ft+/i + l Для /i<ft, содержат по 21(]\ + 1) строк (столбцов). 

Через [б]г для целочисленной клеточной матрицы б 
^21 б 2 2 

далее бу­

дем обозначать целочисленную квадратную матрицу порядка /, разбитую на 
клетки так же, как и матрица 6, у которой клетка, стоядая на пересечении 
i-ro столбца клеток и i-я строки клеток есть 6U, i-ro столбца и /-й строки 
— б21, /-го столбца и i-й строки — б12, /-го столбца и /-й строки — б22, а 
остальные клетки вне глазной диагонали — нулевые матрицы, а на главной 
диагонали — единичные матрицы. Аналогично понимается [6]. t t и [б]^. 

0° тогда и только тогда удовлетворяет уравнениям 

1/(0-/ад ° 
О ( -1 ) 

/ ( / ) • / • ( / , ) n/i+/,«/i+/ 

h{i).r{ix) 

О (-
о 

'l(f)-rUi) nit+i,n}t+j 
(37) 

для il9 / i<6, 0<О', / ^ f t , где r(i) = \ для /=0, 1,2 и r(i)=2 для i = 3, 4, 5, 
когда 6° имеет клеточно-диагональную форму. Далее предполагаем, что 
6° удовлетворяет всем уравнениям (37) для указанных iu /4, /, /. 

Если 6° удовлетворяем уравнениям 

1/(Ф(0) 

Р/ 
0 

1/(W))/ J Ф(0,"Ф(/) 

/(ф(/)) о (38) 
Ф(0.-Ф(0 

для i == 1, . . . , nv а через 0?, . . . , 0̂  обозначены первые п клеток главной 
диагонали 0°, то в?, . . . , 0̂  удовлетворяют всем уравнениям (32). Наобэрот, 
клегочно-диагональная матрица, у которой перзые п диагональных клеток удов­
летворяют уравнениям (32), сама удовлетворяет уразнениям (38).] 

0° тогда и только тогда удовлетворяет уравнениям 

0 WJ W i О Kit)/ J 
0, (39) 

НЛг 
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0 htJ\u,it 

Hh) 2̂ 
О 

(40) 
М г 

где / (t2) = / (iy) + I (is), 6± = (l / ( / l ) 0), 62 = (0 l/(/3)), для ix = px (t), *2 = * (i% 
h = P2(0 и t = 1, . . . , л3, когда 0?, . . . , 0̂  удовлетворяют уравнениям (34). 

Если 0°, кроме того, удовлетворяет уравнениям 

hh) о 
0 < - 1 ) а д 

0 (-1W 
(41) 

для i2 = т (П, . . . , т (я2), то 0?, . . . , 0° удовлетворяют также уравнениям (33). 
Наоборот, если 0?, ..'.', Ь°п удовлетворяют уравнениям (33), то 0° удовлет­
воряет уравнениям (41) при указанных значениях t2. 

Обозначим для t = /z+l, ,2п через е«-п клетку, стоящую на /-м ме­
сте главной диагонали 0. Пусть щ — квадратная матрица порядка /, у ко­
торой на главной диагонали стоят числа 1, а все элементы вне главной 
диагонали, кроме элемента, стоящего на пересечении i-и строки и /-га 
столбца, — нули. Элемент, находящийся одновременно в /-м столбце и. 
1-й строке матрицы г},;, равен 1. 8° удовлетворяет уравнениям 

б • Чч = Чч ' (42) 

для i = lx + 1, . . . , /х + /i и / = 1Х + 1, . . . , /х 4- 1г тогда и только тогда, 
КОГДа 8? = l / ( i ) , . . . , Еп = 1/(„), ЛИбО 8? = (— 1) / ( 1 ) , . . . , 8° = (— 1) / ( л ) . 

0° удовлетворяет уравнениям (42) для t, / = / (1) + . . . + / (it — 1) + 1 , . . . 
. . . , / ( 1 ) + . . . +/(* ' i—l) + /(*'i), а также для i, / = ^ + / ( 1 )+ . . . 
. . . -+- /(fx— 1) -Ь 1, . . . , lx + l(l)+ . . . +Hh — l) + l(h) и для ^ 6 / u 
тогда и только тогда, когда 

8?. = г! н (чел). (4з> 
промоделировать в новой ситуации срав-Осталось самое сложное 

нения (36). 
6° тогда и только тогда удовлетворяет уравнениям 

ha,) о 
n+iuin+lx 

(44> 
/l+/i,2/l+/i 

для ix € /2, когда для таких ix имеем ва°я+/х = г]х • ?,> 
0° тогда и только тогда удовлетворяет уравнениям (44), (39), (40) для 

к € h, Н = Зл + ilf 4я + tx, 5дг + ^ и 13 == 2^ + *i> когда 9°nj+it имеет для 
/ = 3, 4, 5 и /х G /2 ВВД 

»?. 
ч»1 

о 
В& 

(45) 
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тогда и только тогда для *6/ 2 удовлетворяет уравнениям 

3/l+/,4/l+t* 

'1/(0 0 ^ 

О тт) ; 
9, (46) 

3rt+/,4rt-ft 

где mj — квадратная матрица порядка у, у которой все элементы вне 
главной диагонали — нули, а каждый элемент главной диагонали — это 
число т , когда 

X j > 4 —: ^ ' %/,3« (47) 

тогда и только тогда для i^I2 удовлетворяет уравнениям 

'1/Ю 0 (1 |(/) 0) N 
0 1/(о (1/(0 1/(о) 
0 0 12/(/) / Л,2П+1,ЬП+1 

'1/(0 0 (1ад 0) 
О 1ад (0 1,(о) 
О 0 1т i,2n+i,bn+i 

когда 

И/°,5 
о 

(48) 

(49) 

Наконец, 6° тогда и только тогда для /£/2 удовлетворяет уравнениям 

1-2/(0 1г/(0 

О 1г/(0 4/1+/,б/г+/ 

1 , 1М ° 
2/(/) / п 1 

\ ( — ЧШ) !/(0 
О 1 2/(/) 

-U/l+/,6rt+/ 

когда 
о лО о 

е/ • Т/ — Vi^tn • х/.з. 

0, (50) 

(51) 

Запишем теперь в виде последовательности уравнения (37), (38), 
(39), (40), (41), (42), (44), (46), (48), (50) для указанных значений па­
раметров. Пусть k — это общее число построенных уравнений. Для 
/ = 1 , — , k через а» обозначим целочисленную матрицу, фигурирующую 
в левой части /-го уравнения, а через (Зг — фигурирующую в правой 
части. 

6° тогда и только тогда удовлетворяет уравнениям 

е.а,=р,-е (i = 1 , . . . , Й), (52) 

когда ej, . . . , 9° удовлетворяют уразнениям (32) —(34), (43) и (51) (при 
подходящих x?i3). Значит, если 9J, . . . > 9° имеют определитель ± ! и удов­
летворяют Ю и Я, ю система (52) имеет решение в GL (/, Z). Наоборот, 
если система (52) имеет решение 9° в GL(/, Z) и е° = 1/(1) для этого 6°, то 
< . - . , 9я удовлетворяют Я и Ю. Если же г\ = (—1)/(1), то —9?, . . . , —9° 
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удовлетворяют Я и Ю. Остается заметить, что последовательности (ах, . . . , а*) 
и (Pi> • • •» Рл) тогда и только тогда сопряжены, когда имеет решение в 
GL (/, Z) система (52). 

Объединяя теорему 1 и лемму 8, получаем следующую теорему. 
Т е о р е м а 2. С каждой парой конечно определенных коммутативных 

полугрупп At и А2 можно эффективно сопоставить натуральные числа 
I и k и конечное число пар последовательностей длины k элементов 
GL(l, Z) так, что полугруппы Ах и А2 тогда и только тогда изоморфны, 
когда одна из сопоставленных пар является парой сопряженных последо­
вательностей. 

§ 5. Сведение проблемы сопряженности к проблеме изоморфизма 
для регулярных полугрупп 

Напомним, что полугруппа называется р е г у л я р н о й , если все ее' 
элементы регулярны. Коммутативная полугруппа регулярна, если она 
порождается множеством, все элементы которого регулярны. Компонен­

ты регулярной коммутативной полу­
группы А являются группами. Если 
А конечно порождена, то эти группы 
гоже конечно порождены. Если 
Р, QeS(A) и P<*Q, a o(Q) —нуль 
группы Q, то отображение Р в Q, пе­
реводящее х в x-{-o(Q), является го­
моморфизмом Р в Q. Обозначим 
этот гомоморфизм через т(Р, Q). 
Ясно, что х(Р9Р)—тождественное 
отображение Р на Р. Набор гомо­
морфизмов {т(Р, Q) |P, Q£S(A)\. 
P<i*Q} удовлетворяет условиям 
T ( Q , / ? ) « T ( P , Q ) = T ( P , # ) для любых 
P<*Q, Q<*R. 

Пусть, напротив, задана конечная 
отруктура <S; .<>, каждому элементу 
s £ S поставлена в соответствие конеч­
но порожденная абелева группа Gs и 
задан набор гомоморфизмов {tsr: Gs-> 
->Gr\strbS,s^r} так, что Gs f] Gt 

пусто для s=j=t из 5; для любых таких tt s, г из S, что t < s < г, выпол­
няются равенства xsr о t/s = %ir и гомоморфизм xss является тождественным 
отображением Gs на Gs для любого s£S. Тогда на множестве А = |J Gs 

определим операцию + , полагая х + у для х £ Gs и у £ Gt равным сумме 
xsr(x) и xtr(y) в гругпе Gn где г—точная верхняя грань s и t в S. Непо­
средственно проверяется, что тогда А будет регулярной конечно порожден­
ной коммутативной полугруппой, множество {G s |s£S} будет множеством 
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компонент Л, т (Gs, Gt) = xst для s •< t, a Gs <f Gt <H> s -< t. Если s — наимень­
ший элемент в S, то нуль группы Gs будет нулем и в Л. Если для i = 1, 2 
полугруппа Л/ определяется конечной структурой »S\, набором конечно поро­
жденных абелевых групп {Gs(Ai)\ s(*Si} и набором гомоморфизмов 
[*sr (Л/): Gs (Ai) -> Gr (Л/) | s, г б S*; s < г}, а ф — изоморфизм Лх на Л2, то ф, 
индуцирует изоморфизм ф S± на S2 и набор изоморфизмов 

{9s: G . ^ ^ G ^ ^ I s G S j , (53)/( 

где ф (Gs (Лх)) = G -(s) (Л2) и <ps (я) = Ф (*) Для *GGS(4L)« ПРИ э т о м выпол­
няются для любых s<Cr из Sx равенства 

Фг о xsr (Ах) = t ; ( s ) i j ( r ) (Л2) о ф5. (54), 

Наоборот, изоморфизм ф54 на S2 вместе с набором изоморфизмов (53), 
удовлетворяющих для любых s<Cr из Si равенствам (54), определяет 
изоморфизм ф Ai на Л2, если положить ф(*)=,ф8(л;) для любых 
xGG.iAJ HSGSL 

Т е о р е м а 3. По натуральным числам I и п и по паре (а ь . , . , ата), 
(Pi,-.., Рп) последовательностей элементов GL(l, Z) можно эффективно 
построить две регулярные конечно порожденные коммутативные полу­
группы At и Л2 так, что At тогда и только тогда изоморфна Л2, когда дан­
ные последовательности сопряжены. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В качестве St и S2 возьмем структуру S, опре­
деляемую рисунком. 

Для задания Лх и Л2 надо еще каждому элементу s$S поставить в соот­
ветствии группы GS(AJ и GS(A2) и указать гомоморфизмы rsr (Лх)= t s r( l ) , 
т5Г(Л2) = tsr(2) для s<^r из S. Сразу договоримся, что GS(A1) = С/5(Л2) = G* 
для всех sG S. Для s£{sv s2, s3, p0, pv . . . , рп} в качестве Gs возьмем сво­
бодную абелеву группу с множеством {a}(s)y . . . , a[(s)} свободных образую­
щих. Gt — свободная абелева группа с множеством {a1 (t), . . . , al(t), ft1 (r), . . . 
. . . , bl (t)} свободных образующих. Группы G0 и Gx одноэлементные, а группа. 
GQi циклическая порядка 21 для i = О, 1, . . . , п. Гомоморфизмы ts,r(/)^ 
«s, г> 6 «О, sx>, <0, s2>, <s2, s3>, <slf О, <s8, О. <*. P0>> <Рь ^>э <<fr 1> 1 * = 
= 0, . . . , n}) не зависят от / 6 {1, 2}. При этом для й = 1, . . . , / ; / = 1, 2: 

t/p, (/)(o*(0) = **Ы */*(/) (&*(0) = в*Ы **(/)(«*&)) -
- о* (/), tS3, (/) (a* (s3)) = ft* (0f tS2S3 (/) (A* (s2)) = a* (s3). 

Остальные из этих гомоморфизмов — нулевые. Далее для k= 1, . . . , /;; 
t = 1, . . . , я и / = 1, 2 имеем 

ttPi (/) (А* (0> - «* Ы ; ъР1 (1) (6* (0) = 2 ей* • ^ (р,); 
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где через с4& и §l
mk мы обозначаем элементы матриц щ и Р/, стоящие одно­

временно в пг-и строке и в k-u столбце. tsr (/) в других случаях однозначно 
определяются из вышеприведенных условий. Так определенные At и Л2 
удовлетворяют заключению теоремы. Проверка этого сводится к рутин­
ным вычислениям, и мы ее опускаем. 

С л е д с т в и е 1. Следующие три алгоритмические проблема рекур­
сивно эквивалентны {и, значит, одна из них разрешима тогда и только 
тогда, когда разрешимы две другие): 

1) проблема изоморфизма для коммутативных полугрупп-, 
2) проблема изоморфизма для регулярных коммутативных полу-

групп-, 
3) проблема определения по натуральным числам I и п и по двум по­

следовательностям длины п элементов GL(l,Z), сопряжены ли эти по­
следовательности. 

С л е д с т в и я 2. По двум конечно определенным коммутативным по­
лугруппам А и В можно эффективно построить конечное число пар конеч­
но определенных регулярных коммутативных полугрупп так, что полу­
группы А и В тогда и только тогда изоморфны, когда одна из построен­
ных пар является парой изоморфных полугрупп. 

(Поступила в редакцию 26/1II 1973 г.) 

Литература 

1. А. К л и ф ф о р д, Г. П р е с т о н , Алгебраическая теория полугрупп, т. 1, Москва, 
изд-во «Мир», 1972. 

2. А. К л и ф ф о р д , Г. П р е с т о н , Алгебраическая теория полугрупп, т. 2, Москва, 
изд-во «Мир», 1972. 

3. В. А. Е м е л и ч е в, Об алгоритмической разрешимости некоторых массовых про­
блем в теории коммутативных полугрупп, Сиб. матем. ж., 4, № 4 (1963), 788—798. 

4. М. А. Т а й ц л и н, Об элементарных теориях коммутативных полугрупп, Алгебра и 
логика, 5, № 4, (1966), 55—89. 

5. М. А. Т а й ц л и н , Об алгоритмических проблемах для коммутативных полугрупп, 
ДАН СССР, 178, № 4 (1968), 786—789. 

6. М. А. Т а й ц л и н , К проблеме изоморфизма для коммутативных полугрупп, Сиб. 
матем. ж., 9, № 2 (1968), 375—401. 

7. М. А. Т а й ц л и н , Эквивалентность автоматов относительно коммутативной полу­
группы, Алгебра и логика, 8, № 5 (1969), 553—600. 


